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线图上子泛圈性的两个独立点度和条件

胡明颖�刘展鸿
（江西师范大学 数学与信息科学学院�江西 南昌330027）

摘要：给定一个图 G�满足｛d（ u）＋ d（υ）∶uυ∈ E（G）｝≥8�有下面主要结论．若 n≥72�围长 g（ G）≥5�且δ2（ G）＝min｛d（ u）＋
d（υ）∶uυ∉ E（G）｝＞ 2n＋1时�L（G）是子泛图．若 n≥72�围长 g（G）≥4�且δ24（G）－δ2（G）＞2n时�L（G）是子泛圈图．
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0　引　言

本文中仅考虑简单连通图�未定义的术语见
Bondy 和Murty ［1］．记δ2（ g）＝min｛d（ u）＋ d（υ）∶uυ
∉E（G）｝（或简记为δ2）�ρ2（ g）＝min｛d（u）＋ d（υ）
∶uυ∈ E（ G）｝（或简记为ρ2）．记 E（ C）＝｛uυ∈ E
（C）∶u�υ∈V（C）｝�E′（C）＝｛uυ∉E（C）∶u�υ∈V
（C）｝�E（C）＝｛e∈ E（G）∶e 与 C 中至少一个点相
关联｝．ε（C）为 C 的边数�｜E（ C）｜＝∈（ C）�｜E′
（C）｜＝ε′（C）�｜E（C）｜＝ε（C）．G 图的围长指的是
G中最小圈的长度�记为 g（G）．图 G 的周长指的是
G中最大圈的长度�记为 cγ（G）．图 G 的闭迹指的
是G 的欧拉子图�即 G 的每点度为偶数的连通子
图．注意�据此定义�由单个顶点导出的平凡子图也
是闭迹．令λ（G）＝｛k∶g 中包含长为 k 的圈｝�若λ
（G）＝｛3�4�…�｜V（G）｜｝�则图 G称为泛圈图．若λ
（G）＝｛3�4�…�cγ（G）｝�则图 G 称为子泛圈图．图
G的线图�记为 L（G）�其中 V（L（G））＝E（G）�eiej
∈E（L（G））当且仅当在中相邻．

Harary和 Nash－Williams 给出哈密顿线图的特
征：

定理1［2］图 G的线图是哈密顿图当且仅当G有
一个闭迹 C�使得ε（C）＝｜E（G）｜≥3．

定理2［3］图的线图包含一个长为 k≥3的圈当
且仅当有一个闭迹 C�且ε（C）≤k≤ε（C）．

为了证明本文的两个主要结论�先证明下面3
个引理．

引理1设 G是 n阶图�g（G）≥5�ρ2（G）≥8�且
L（G）包含 Cm＋1�不包含 Cm�则有：
（i）G有无弦圈 Cm＋1�但不包含任一长度为 k

的圈�其中m＋12 ＜k≤m．
（ ii）有 m≤（2n－δ2＋2）／（δ2－2）
证明（ i）的结论可由文 ［4］的引理1直接推出�

为了完善证明过程�在此简单叙述．
设 G满足引理假设�由定理2�G包含一个闭迹

C�ε（C）≤m＋1≤ε（C）．事实上�ε（C）＝m＋1�否
则�如果ε（C）≤m�L（G）包含圈 Cm�矛盾．由定理2
可知�m≥△（G）＋1�则ε（C）＝m＋1≥．△（G）＋2
≥ρ2（G）／2＋2≥6．

由于 C 是一个闭迹�必存在边不交的圈 D1�

D2�…�Dr�使得 C＝∪r
i＝1Di．

断言1　若 C是 G 的一个圈�即γ＝1时�C 一
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定是无弦的．
否则�若 C 有弦�设是 C′包含 C 的恰好一根

弦�且其它边都在 C 上的所有圈中的最长圈．显然
有�ε（C）／2＜ε（C）′＜ε（C）．在 Σ

υ∈V（C′）
d（υ）中�E

（C′）中每条边至多被计算了两次�在 Σ
e∈E（C′）

d（e）中�

V（C′）中每点被计算两次．因此�在 Σ
e∈E（C′）

d（e）中�E
（C′）中每条边至多被计算了四次．所以�ε（C′）＝
Σ

e∈E（C′）
d（ e）≥ε（C′）ρ2／4＞ε（C）ρ2／8≥m＋1．另一

方面�ε（C′）＜ε（C）＝m＋1�则ε（C′）≤m≤m＋1
≤ε（C′）．由定理2可知�L（G）包含圈 Cm�矛盾．因
此�断言1成立．

断言2　C只能是 G的一个圈�即γ＝1．
否则�若γ≥2�构造图 H 如下：V（H）＝｛D1�

D2�…�Dγ｝�DiDj∈ E（ H）当且仅当 V （ Di）∩V （V
（Dj）≠∅（ i≠ j）．由于 C是闭迹�必连通．所以 H连
通．因此�至少存在 H的两个顶点不是H的割点�同
样的�至少存在 j 的两个值�使得 G 的连通子图

∪1≤ i≤γ�i≠ jDi仍是 G 的闭迹．不失一般性�假设 C
′＝

∪γ
i＝2Di　C

″＝D1∪∪γ
i＝3Di 都是 G的闭迹．由于 E（D2－

V（C″）） 　E（C′）中的每条边在 Σ
e∈E（D2－V（C″））

（d（e）－
4）中最多计算四次�且 E（D2－V（C″）） 　E（C′）≥｜
E（D2－V（C″））｜（ρ2－4）／4�因此�
ε（C′）＝｜E（ C′）｜＋｜E（ C′） 　 E（ C′）｜＋｜E

（D1）∩E（ C′）｜＋ E（ D2－V （ C″）） 　 E（ C′）｜≥ E
（C′）＋｜E（D1）∩E（C′）｜＋｜E（D2－V（C″））｜（ρ2－
4）／4＝｜E（C）｜－｜E（D1－V（C′））｜＋｜E（D2－V
（C″））｜（ρ2－4）／4． （1）

另一方面�L（G）不包含 Cm�则ε（C′）≤m－1
＝ε（C）－2 （2）

由（1）（2）可知�｜E（D1－V（C′））｜≥｜E（D2－V
（C″））｜（ρ2－4）／4＋2�由ρ2（G）≥8�｜E（D1－V（C′）
｜＞｜E（D2－V（C″））｜．同理�对称的可得到｜E（ D2
－V（C″））｜＞｜E（D1－V（C′））｜�矛盾．所以�γ只能
为1．因此�断言2成立．

由断言1�断言2可知 G 有无弦圈 Cm＋1�且无

圈 Ck�m＋12 ＜ k≤m．（ i）成立．（ ii）：由（ i）可设 C
是 G中的无弦（m＋1）圈．由ρ2（G）≥8�对∀uυ∈E
（G）�d（ u）＋ d（υ）≥ρ2（ G）≥8．若 C 是的哈密顿
圈�由 C无弦可知�d（u）＋ d（υ）＝4＜8�则 C 不是

G的哈密顿圈．因此�可设存在点 u∈ V （ G） 　 V
（C）．由已知 g（G）≥5�u 不能与 C 上两个距离≤2
的点相邻．但如果 u与 C 上两个 C 距离≥3的点相
邻�会使得 G 包含圈 C′�且ε（C）／2＜ε（C′）＜ε
（C）�与（ i）矛盾．因此�u 至多与 C 上1个顶点相
邻．

记 p 是圈 C 与 G 　 C 之间的边数�则 p≤｜V
（G） 　V（G）｜·1＝ n－m－11．同时�由于 C 是无弦
的�C 上每点都与（ε（C）－3个点不相邻�所以｜E′
（C）｜＝ε′（C）＝ε（C）ε（C）－3）／2＝（m＋1）（m－
2）／2．在计算 Σ

e∈E（C′）
（d（e）－4）／（m－2）≥｜E′（C）｜·

（δ2－4）／（m－2）＝（m＋1）（δ2－4）／4�因此�n－m
－1≥p≥（m＋1）（δ2－4）／2�有 m≤（2n－δ2＋2）／
（δ2－2）．

引理2：令 G 是 n≥72阶图δ2（G）＞ 2n＋1�
则 g（G）≤△（G）＋1．

证明：由 n≥72�则δ2≥13．设 G 满足引理假
设�C是中 G最短圈�ε（C）＝ g（G）＝γ下面分两种
情况讨论：

情况1：δ（G）＝1
设 d（υ）＝δ（G）＝1�对任意与υ不相邻点 u�

有△（G）＋1≥d（ u）＋d（υ）≥δ2�则△（G）≥δ2－1．
假设ε（C）＝ g（G）≥△（G）＋2�由△（G）＋1≥δ2�ε
（C）≥δ2＋1≥14�则对∀u∈V（G） 　V（C）�｜｛uυ
∈E（G）∶υ∈V（C）｝｜≤ （3）

否则 G会产生一个比 C更小的圈．
令 E1（C）＝｛e＝ uυ∈ E′（C）∶u 或υ与 G－V

（C）的孤立点相邻｝�E2（C）＝E′（C） 　E1（C）．
即 E2（C）＝｛e＝ uυ∈E′（C）∶u和υ不与 G－V

（C）的孤立相邻｝�V2（C）＝V（G ［ E2（C） ］．则对任意
e∈E1（C）�必有 d（e）≥δ2＋1． （4）
因为设 e＝ uυ∈ E1（ C）�不妨假设 u 与 G－V

（C）的某孤立点相邻�由（3）可知 d（x）＝δ（G）＝1�
则点 x 必与点υ不相邻�d（υ）＋d（x）≥δ2�得 d（υ）
≥δ2－1�同时 d（ u）≥2�因此 d（e）≥（δ2－1）＋2≥
δ2＋1．

由 C的选择可知�对∀x∈V2（C）�存在一个集
合｛pi｝�｛pi｝是（ d（ x）－2）条长为2的路组成的集
合�使得 V （ p2）∩ V （ C）＝｛x｝．V （ pi）∩ V （ pi）＝
｛x｝�（ i≠ j）．记 P1为所有这样路的集合�则 P1中
任何两条路至多在 G 中有1个公共点（即若 pi�pj
是同一个点 x 产生的两条路�则有 pi∩ pj＝｛x｝�否
则�相交为空集）｜P1｜≥ Σ

e∈E2（C）
（ d（ e）－4）／（ε（C）
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－3）≥｜E2（C）｜（δ2－4）／（γ－3）≥｜E2（C）｜
／（γ－3） （5）

因为 P1中每条路都会产生一个点 u∈V （G）
　（E（C））�由上面的（3）�（4）�（5）可知

n≥｜ε（C）｜＋｜P1｜＝（ Σ
e∈E′（C）

（d（e）－4）／
（ε（C）－3）＋ε（C））＋｜P1｜

＝（ Σ
e∈E′（C）

d（e）／（γ－3））－4｜E′（C）｜／
（γ－3）＋ε（C）＋｜P1｜

≥（ Σ
e∈E1（C）

d（e）＋ Σ
e∈E2（C）

d（ee））／（γ－3）
－2ε（C）＋ε（C）＋｜E2（C）｜／（γ－3）

≥（（δ2＋1）｜E1（C）｜＋δ2｜E2（C）｜）／（γ－3）
＋｜E2（C）｜／（γ－3）－ε（C）

≥（δ2＋1）（｜E1（C）＋｜E2（C）｜｜／／（γ－3）－
ε（C）＝（δ2＋1）ε（C）（γ－3）／2（γ－3）－ε（C）

≥ε（C）（δ2－1）／2≥（δ2＋1）（δ2－1）／2＞ n�
矛盾．

情况2：当δ（G）＞1时
假设ε（C）＝ g（G）≥△（G）＋2�则有ε（C）≥

△（G）＋2≥δ2／2＋2＝（δ2＋4）／2．因为δ2≥13�ε
（C）≥9．由 C 的选择可知�δ（G）＞1�对∀x ∈ V
（C）�存在一个集合｛pi｝�｛pi｝是（d（x）－2）条长为2
的路组成的集合�使得 V（pi）∩V（C）＝｛x｝�V（pi）
∩V（pj）＝｛x｝�其中 i≠ j．记为 p2所有这样路的集
合�则 p2中任何两条路至多在 G 中有1个公共点．
且｜P2｜＝ Σ

u∈V（C） d（ u）－2�P2中每条路都会产生一
个点 u∈V（G） ＼ V（E（C））�因此有 n≥ε（C）＋｜
P2｜＝ Σ

u∈V（C）（d（ u）－2）＋ε（C）＋｜P2｜
＝2 Σ

u∈V（C）（d（ u）－2）＋ε（C）＝2 Σ
e∈E′（C）

（ d（ e）－
4）／（ε（C）－3）＋ε（C）

≥2（δ2－4）ε（C）（ε（C）－3）／2（ε（C）－3）＋
ε（C）＝（δ2－3）ε（C）

≥（δ2－3）（δ2＋4）／2＞ n�矛盾．
所以�假设不成立．f（G）≤△（G）＋1．
引理3：设 G是 n阶图�g（G）≥5�ρ2（G）≥8�且

g（G）（δ2－2）2＋2（δ2－2）≥4n�则λ（L（G））
⊃［ g（G）�cγ（L（G））］．

证明：设 G 满足引理假设�C 是 G 中最短圈�ε
（C）＝ g（G）．
ε（C）＝（ Σ

e∈E′（C）〗
（d（e）－4）／ε（C）－3））

＋ε（C）≥（δ2－4）ε（C）（ε（C）－3）／2（ε（C）－3）
＋ε（C）＝（δ2－2）ε（C）／2＝（δ2－2） g（G）／2．由 g

（G）（δ2－2）2＋2（δ2－2）≥4n�g（G）（δ2－2）／2≥
2n（δ2－2）－1�则ε（C）≥2n／（δ2－2）－1＝（2n－
δ2＋2）／（δ2－2）．由引理1可知�L（G）包含每个长
为ε（C）的圈�因为ε（C）≤ε（C）≤ cγ（L（G））�则λ
（L（G））⊃［ g（G）�cγ（L（G））］．

定理3：设 G 是 n≥72阶图�g（G）≥5�ρ2≥8�
δ2＞ 2n＋1�则 L（G）是子泛圈．

证明：设 G 满足定理假设�C 是 G 中最短圈�ε
（C）＝ g（G）．由 g（G）≥5�δ2≥ 2n＋1可得�g（G）
（δ2－2）2＋2（δ2－2）≥4n．由引理3可知�λ（L（G））
⊃［ g（G）�cγ（L（G））］．又ρ2≥8�有△（G）≥4�显然
λ（L（ G））⊃ ［3�△（ G）］．由引理2可知�g（ G）≤
△（G）＋1．则λ（L（G））＝［3�cγ（L（G）） ］�所以�L
（G）是子泛圈．

定理4：设 G 是 n≥72阶图�g（G）≥4�ρ2≥8�
δ22－δ2＞2n�则 L（G）是子泛圈．

证明：设 G 满足定理假设．若 L（ G）不是子泛
圈．m＝max｛i＜ cγ（L（G））∶L（G）不包含 Ci｝�则 m
≤ cγ（L（G））－1�L（G）包含 Cm＋1�由定理2�G 包
含一个闭迹 C�ε（C）≤m＋1≤ε（C）．事实上�ε（C）
＝m＋1�否则�如果ε（C）≤m�L（G）包含圈 Cm．由
引理1可知�C是长为m＋1的圈�且 C不是G的哈
密顿圈．对任意ω∈V（G） 　V（C）�易知�G与 C 中
至多两个点相邻�且 N（ω）∩V（C）的任意两个点在
C中的距离为2�否则�G包含一个圈 C′�且ε（C）／

2＜ε（C′）＜ε（C）�与引理（ i）矛盾．由δ22－δ2＞2n�
可知δ22＞2n＋δ2＞2n＋1�则δ2＞ 2n＋1．由定理
3�要使定理4成立�只须考虑 g（G）的情况．

设 C4是 G的4－圈�通过类似引理3的证明过
程可知�ε（C4）≥（δ2－2） g（G）／2＝2（δ2－2）�λ（L
（G））⊃［3�2δ2－4］．则ε（C）≥（2δ2－4）＋2＝2（δ2
－1）

由（6）和δ22－δ2＞2n可知�
n≥ Σ

e∈E′（C）
（d（e）－4）／2（ε（C）－3）＋ε（C）≥

Σ
e∈E′（C）

d（e）／2（ε（C）－3）－4ε′（C）／2（ε（C）－3）
＋ε（C）≥ε′（C）·δ2／2（ε（C）－3）－ε（C）＋ε（C）
＝ε（C）·δ2／4≥2（δ2－1）δ2／4＞ n�矛盾．因此�是 L
（G）子泛圈．
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3　结束语

本文基于弹塑性力学基本理论�提出了实用的
辙叉矫直压下量确定方法�该方法既为辙叉矫直工
作提供了理论指导和计算依据�也对研究其它复杂
金属工件的矫直提供了有意义的参考．
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Abstract： The paper anaylzes the basic principles of crossing’s op-bending straightening by using the basic theory of e-
lastic-plastic mechanics．A practical computation method for the stroke of pressing down is derived�which can be used to
direct the straightening operation．At the end of this paper�a calculating example is put forward．
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