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改进的遗传算法在非线性方程组求解中的应用

曾　毅

（华东交通大学 基础科学学院�江西 南昌330013）

摘要：将非线性方程组的求解问题转化为函数优化问题�利用遗传算法适应值的分布和二进制编码的特点�通过缩小、移动搜
索空间的方法�求得非线性方程组的高精度的解．同时�数值模拟表明改进后的算法的提高了遗传算法在演化后期的局部寻
优能力．
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0　引　言

在科学技术和工程中常遇到求非线性方程组

的解的问题�该问题是一个很古老的问题�但又具
有十分重要意义的问题．解决该问题的传统方法主
要有迭代法、牛顿法、梯度法、共轭方向法及变尺度
法．这些方法�无论从算法的选择�还是算法本身的
构造都与所求方程组的特性有很大关系�在很多情
况下�算法中算子的构造及其有效性成为解决问题
的巨大障碍．而遗传算法作为一种非线性全局优化
搜索算法具有较强的搜索能力�被广泛地应用于许
多领域［1］．本文首先将非线性方程组的求解问题转
化为一个约束最优化问题�然后根据遗传算法适应
值的分布和染色体（字符串）二进制编码的特点�通
过反复缩小搜索空间及移动搜索空间等方法�提出
一种改进的遗传算法．用改进的遗传算法求非线性
方程组的解�结果表明该方法不仅可以求得高精度
的解�而且大大提高了遗传算法的局部搜索能力．

1　问题的描述及遗传算法的改进

1．1　问题的描述
设非线性方程组为

f j（x1�x2�…xn）＝0（ j＝1�2�…�m）
其中 X＝（ x1�x2�… xn）∈ D⊂ Rn�D＝｛（x1�

x2�…�xn）｜ai≤ xi≤ bi�i＝1�2�…�n｝�不妨假定非
线性方程组在区域 D内有唯一解．为便于用遗传算
法求解�构造函数

．F（x1�x2�…xn）＝∑m
i＝1｜f i（x1�x2�…�xn）｜．

这样�在区域内求解非线性方程组问题就转化
为函数优化问题

min F（x1�x2�…�xn）
s．t（x1�x2�…�xn）∈D． （1）
显然�非线性方程组的解 X∗（x∗1 �x∗2 �…�x∗n ）

就是函数优化问题的最优解�且它满足 F（x∗1 �x∗2 �
…�x∗n ）＝0．
1．2　遗传算法的改进

遗传算法（Genetic Algorithm）是美国密执根大学
Holland教授提倡发展起来的�是一种基于“适者生
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存”的一种高度并行、随机和自适应全局优化搜索
算法．遗传算法利用复制、交叉、变异等操作来模拟
自然进化�完成问题寻优�并求得问题的最优解或
满意的解．因为二进制编码容易确定群体的码串的
相似性�且码串的每位信息可提供最多的模式数�
所以将上述问题采用二进制编码�设第 i 个变量 i
的对应的二进制编码为

Si＝B（ i）1 B（ i）2 …B（ i）
ni （ i＝1�2�…�n） （2）

其中 B（ i）
j （ j＝1�2�…�ni）的取值为0或1�于

是�向量 X＝（x1�x2�…�xn）对应的二进制编码（有
时我们也称之为染色体）可表示为 S1�S2…Sn．当变
量的 xi 取值区间为 ［ ai�bi ］时�二进制编码对应的
变量值满足关系式

xi＝ ai＋ bi－ ai
2ni－1∑

ni

j＝1B
（ i）
j 2ni－ j． （3）

若 ci＝（ ai＋ bi）／2�从关系式（3）可知�当 B（ i）1
＝1时�xi∈［ ci�bi ］；当 B（ i）1 ＝0时�xi∈［ ai�ci ］．于
是�可将与变量 xi 对应的二进制编码 Si 按其最高

位为1或为0分为两类�记最高位为1的一类为
S（1）

i �而最高位为0的一类为 S（0）
i ．另外�对遗传算

法研究表明�若在每一代复制操作前保留最优解�
遗传算法以概率1收敛到全局最优解．从遗传算法
演化过程�我们知道适应值越大的个体越接近最优
解�于是�若将群体的适应值按大到小排列�且位于
前 N0位（ N0＜N�N 为群体规模）个体的某一个变
量 xi（ i＝1�2�…�n）对应的二进制编码的最高位
B∗均为1（或0）时�则可以认为最优解 X∗的第 i个
分量 x∗i 对应二进制编码最高位 B∗也应为1（或
0）．此时�x∗i ∈［ ci�bi ］（或 x∗i ∈［ ai�ci ］）．

基于以上分析�我们可以对遗传算法作以下两
个方面的改进：

（a）缩小搜索区间　在遗传算法演化过程中�
将群体的适应值按大到小排列�若位于前 N0位个
体的某一个变量 xi（ i＝1�2�…�n）对应的二进制编
码的最高位 B∗均为1（或0）时�则与最优解中 x∗i
对应的二进制编码的最高位也应为1（或0）�于是�
变量 xi 的搜索区间 ［ ai�bi ］可为缩小 ［ ci�bi ］ （或）
［ ai�ci ］．

（b）调整变量 xi（ i＝1�2�…�n）的二进制编码
及搜索空间的移动　当变量 xi 的搜索区间作了以

上调整时�为保证各基因位按模式定理解释时意义
不变�及保留当前代的各基因位的有效信息�对变
量对应的二进制编码作以下调整：

1） 当前代的最优解的第 i 个分量 xi 落在缩小

后的搜索区间内时�若个体的第 i 个变量的二进制
编码 Si 的最高位与当前代的最优解的最高位的基

因相同时�则从左边第二位开始依次向左移一位�
最后一位随机填上1或0；若个体的第 i 个变量的
二进制编码 Si 的最高位与当前代的最优解的最高

位的基因不相同时�个体的与变量 xi 对应的二进制

编码全部基因位随机地填上1或0�即随机地产生
新的基因段．

2） 当前代的最优解的第 i 个分量 xi 落在缩小

的搜索区间端点时�最优个体的最后一位与移动前
的首位一致�而非最优个体按（1）处理．此时�由于
问题的最优解可能会落在搜索区间以外�我们将缩
小的区间（记为［ a′i�b′i ］）作平移．当当前最优解在落
在区间的左端点时�区间 ［ a′i�b′i ］向左移动�且移动
的距离为 kdi（本文 k＝2）�其中 di＝（ b′i－ a′i）／（2ni

－1）�然后改变对应的二进制编码�即将得到的二
进制数作加 k 处理�当有的个体的二进制编码对应
的值落在区间［ a′i－ kdi�b′i－ kdi ］外时�个体的与变
量 xi 对应的二进制编码全部基因位随机地填上1
或0�即随机地产生新的基因段；而当当前最优解在
落在区间 ［ a′i�b′i ］的右端点时�区间 ［ a′i�b′i ］向右移
动�且移动的距离也为 kd�其中�di＝（ b′i－ a′i）／（2ni

－1）然后改变对应的二进制编码�即将得到的二进
制数作减 k 处理�若有的二进制编码对应的值落在
区间［ a′i＋kdi�b′i＋kdi ］外时�个体的与变量 xi 对应
的二进制编码全部基因位随机地填上1或0�即随
机地产生新的基因段．

显然�随着遗传算法的演化�搜索空间的不断
地缩小和移动．每个变量对应的二进制编码长度无
需太长�就可求出高精度的解．

2　数值模拟

为考察本文提出的改进遗传算法的性能�选取
具有代表性的实例进行数值模拟．改进的遗传算法
采用二进制编码�在每一代复制操作前保留最优
解�适应值函数取为

fitness（X）＝1／（1＋∑m
i＝1｜f i｜）其中 X＝（ x1�x2�

…�xn） （4）
控制参数分别取值为：群体规模 N＝100�与每

一变量对应的基因段的长度 ni＝6（ i＝1�2�…�n）
复制概率 Pr＝0．9�交叉概率 Pc＝0．8�变异概率 Pm
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＝0．8�对以下两例进行模拟．
N0＝60．对以下两例进行模拟．

例1
x1＋x2－2x3＝0
x1x2＝1．
x21＋x22＝2

D1＝｛x1�x2�x3）｜0≤x1≤2�0≤x2≤2�0≤x3≤2｝

例2
xy＋xx－5x1x2x3－85＝0
x3－yz－zy－60＝0．
xz＋zx－y－2＝0

D2＝｛x1�x2�x3）｜3≤x1≤5�2≤x2≤4�0．5≤x3≤2｝
计算结果如下：

表1　例1数值结果的比较
x1 x2 x3 ∑｜f i｜ 备注

文献 ［5］结果 1．00533 0．9797 0．968468 0．0927 GA
本文结果 1．0175 0．9822 0．9999 7．0186e－004 改进 GA
精确解 1 1 1 0

文献 ［6］结果 3．9974 3．0107 0．9987 1．8123 GA
本文结果 3．9940 3．0079 1．0079 0．5961 改进 GA
精确解 4 3 1 0

4　结束语

在不改变染色体基因位的有效信息的前提下�
本文利用遗传算法在演化过程中染色体基因位信

息�动态地调整搜索空间．在不增加染色体长度的
条件下�通过缩小、移动搜索空间�快速地求出非线
性方程组的高精度的解�且遗传算法在演化后期的
局部寻优能力得到改善．此外�该算法完全可以作
为判断非线性方程组在某区域有没有解的一种方

法�即通过求解正问题达到求解反问题的目的．
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The Application of Improved Genetic Algorithms to Solving
Non-linear Equation Group

ZENG Yi

（School of Natural Science�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract：This paper�We change the problem of solving non-linear－equation group into the problem of function opti-
mization．Based on the distribution of fitness and characteristics of binary－coding�We improved GA by reducing and
moving the search space．Numerical experiments show that the improved Algorithm has better ability to search the global
result and improve the precision of searching result．
Key words：genetic algorithm；non－linear equation group；search space；function optimization
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