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摘要：提出大阻尼非线性振动系统一种改进的摄动法�并应用这种新的方法研究了大阻尼 Vanderpol 方程的一次近似解．
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0　引言

在工程中�有许多振动系统其阻尼都比较大�
而以前非线性振动理论中的摄动法只适合于小阻

尼 n＝o（ε）的情况�对于大阻尼 n＝ o（1）的情况并
不适用．本文采用新的解析方法对大阻尼情况进行
了有效的处理�得到了满意的结果．在理论上比较
严谨�同时又有较高的计算精度．

1　周期解的构造及其递推公式

考虑系统

x¨＋2nx· ＋ω2x＝εf（x�x·�t）＋ g（ t） （1）
对式（1）构造如下摄动解：
x＝ acosφ＋ u（ t）＋εx1（ a�t）＋ε2x2（ a�t）＋…
d ad t＝－NA＋εA1（ a�t）＋ε2A2（ a�t）＋…
dφd t ＝ω∗＋εB1（ a�φ�t）＋ε2B2（ a�φ�t）＋…

（2）
式中：ω∗＝ ω2－ n2

u（ t）为 x¨＋2nx· ＋ω2x＝ g（ x）的特解�将 x�x·�
x¨代入式（1）�且把 f（x�x·�t）展开为ε幂级数�最后

比较两端ε″的系数得：

（－ na●An
●a ＋ nAn－2aω∗＋●An

●t ）cosφ－（2ω∗An

－2naBn－ na2 ●Bn
●α＋ aω∗●Bn

●φ－●Bn
●t ）sinφ＋（ n2a2

●2xn
●a2 － n2a●xn

●α＋ωxn－●2xn
●t2 －2na ●2x

●a●t＋2n●xn
●t ）＝

Fn（x1…xn－1�A1…An－1�B1…Bn－1�t） （3）

如：Fn＝ C0（ a�t）＋ Σ
k＋1
m＝1［ Cm（ a�t）cosmφ＋αm

（ a�t）sinmφ］ （4）

令：Bn（ a�φ�t）＝α0（ a�t）＋2Σ
k

m＝1［αm （ a�t）
cosmφ＋βm（ a�t）sinmφ］ （5）

将 Fn�Bn代入式（3）�并令两端自由项、cosmφ、
sinmφ的系数相等�于是得到确定 xn�An�Bn 展开式

中诸系数的递推公式如下：

n2a2 ●2xn
●2α2－ n2a＋ω∗ xn ＋ ●

●t （●xn
●t －2na ●xn

●a ＋
2nxn）

＝C0－ na2●β1
●a＋ aω∗α1＋ a●β1

●t

－ na
●An
●a ＋ nAn－ aω∗（2α0）＋●An

●t ＝ C1－ na2●β2
●a ＋ a

●β2
●t

na2●α0
●a －ω∗（2An）－ a

●α0
●t ＝α1＋ na2●α2

●α－ a
●α2
●t
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－ na2●β1
●a－ aω∗（3α1）＋ a

●β1
●t ＝C2－ na2●β3

●a－ aω∗α3＋ a
●β3
●t

na2●α1
●a－ω∗（3β1）－ a

●α1
●t ＝α2＋ na2●α3

●α－ aω∗β3－ a
●α3
●t

…………
－ na2●βm－1

●a － aω∗（m＋1）αm－1＋ a
●βm－1

●t ＝Cm－ na2●βm＋1
●a

－ aω∗（m－1）αm＋1＋ a
●βm＋1

●t

na2●αm－1
●a － aω∗（m＋1）βm－1－ a

●αm－1
●t ＝ dm＋ na2●αm＋1

●a

－ aω∗（m－1）βm＋1－ a
●αm＋1

●t
m＝3�4�…�k－1
－ na2●βk－1

●a － aω∗（k＋1）αk－1＋ a●βk－1
●t ＝Ck

na2●αk－1
●a － aω∗（k＋1）βk＋1－ a2●αk－1

●t ＝dk

－ na2●βk
●a － aω∗（k＋2）αk＋ a●βk

●t ＝Ck＋1

na2●αk
●a － aω∗（k＋2）β－ a●αk

●t ＝dk＋1
（6）

当式（6）右端为 a 的多项式�且其系数为 t 的
函数时�易验证：对应于 al项�如

dk＋1＝d（ l）
k＋1（ t） al�ck＋1＝ c（ l）

k＋1（ t） al

有与之相应的特解有

αk＝α（ l）
k （ t） al－1�βk＝β（ l）

k （ t） al－1

由于上述诸式可化为一线性微分方程组�故它
们对应于整个多项式之通解可由对应于每一项之

特解的叠加求出．在求得αK 与βK 后�按照式（6）自
下而上顺序可依次将

αK－1�βK－1…�α1�β1�α0�An及 xn求出．

2　大阻尼Vanderpol方程的一次近似解
研究受简谐干扰力的大阻尼Vanderpol方程：
x¨＋2nx· ＋ω2x＝ε（1－x2）x·＋Hsm（υt＋q） （7）
此时：F1＝（1－x2）＝［1－（ acosφ＋hsmυt）2］
（－ ncosφ－ aω∗ smφ＋hυcosυt）

＝c0（ a�t）＋ Σ
3

m＝1［ cm （ a�t）cosmφ＋ dm （ a�t）

smmφ］式中：c0（ a�t）＝（υ－14υh3－12 aυha2）cosυt

＋ nha2sinυt＋14υh3cosυt

c1（ a�t）＝（12h2－1） na＋34 na3－12 nh2acosυt

－υh2asin2υt

d1（ a�t）＝（12 h2－1）ω∗ a－14ω∗ a3－12ω∗

h2acos2υt

c2（ a�t）＝－12υha2sinυt

d2（ a�t）＝ω∗ ha2sinυt

c3（ a�t）＝14 na3

d3（ a�t）＝14ω∗ a3 （8）

而 B1（ a�φ�t）＝α0（ a�t）＋2Σ
2

m＝1［αm （ a�t）
cosmφ＋βm（ a�t）sinmφ］

首先研究非共振情况�此时υ≠ω∗�可得：

α0 （ a� t ） ＝ n
2ω∗ （1 － n22 ） －

nω∗（5ω∗2＋2n2）
4（ω∗2＋ n2）（4ω∗2＋ n2） a2 ＋ ω∗ h2

4ω∗2＋ n2） a2 ＋
ω∗ h2

4ω∗2＋ n2（Ncos2υt＋vsin2υt）

α1（ a�t）＝ hω∗ h2
Δ ［3mυ（ω∗2＋ n2＋υ2）cosυt＋

（－54ω∗4－2n4－υ4－24ω∗2n2＋9ω∗2υ2）sinυt ］
α2（ a�t）＝－ nω∗

4（4ω∗2＋ n2） a2

β2（ a�t）＝－ 2ω∗2＋ n2
4（4ω∗2＋ n2） a2

A1 （ a� t ） ＝ 12 （1 － h2 ） a －
2ω∗4＋7ω∗2n2＋2n4

4（ω∗2＋ n2）（4ω∗2＋ n2） a3＋ h2
4ω∗2＋ n2［（ω∗2－υ2）

cos2υt＋ nυsin2υt ］ a

x1（ a�t）＝ υh（1－ h22
（ω∗2－υ2）2＋4n4［（ω∗2－υ2cosυt＋

2nsinυt ］ ＋ （ u1cosυt＋ u2sinυt） a2
4［（ω∗－9υ2）＋36n4］ ［ω∗2－9υ2cos3υt

＋6nsin3υt ］ （9）
式中：Δ＝（9ω∗2－υ2）2＋ n2（18ω∗2＋ n2＋2υ2）

u1＝12 1
（ω∗2－υ2）2＋4n4［（ω∗2－υ2）（－υh＋

np1＋υp2＋ω∗ q1）＋2n（2nh－υp1－ np2＋ω∗ Q2） ］
u2＝12 1

（ω∗2－υ2）2＋4n4 ［（ω∗2－υ2）（2nh－
υp1＋－υp2＋ω∗ q2）－2n（－υh＋ np1－ np2＋ω∗

Q1） ］
p1＝－3hnυ

Δ （ω∗2＋ n2＋υ2）
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p2＝ h
Δ（－54ω∗4－2n4－υ4－24ω∗2n2＋9ω∗2

υ2－3n2υ2）

q1＝－3hω∗υ
Δ （9ω∗2＋ n2＋υ2）

q2＝－ hω∗
Δ （－36ω∗2n＋ n2υ－υ3） （10）

令d ad t＝0可得到系统的周期解
a∗＝2［ 4ω4－3n4

2ω2＋3ωn－3n2（
12－ h22－ n

ε） ］12（11）

在实际工程中一般有ω＞ n�由此可见：

①12－ h22－ n
ε＞0时�a∗为实数值�这表明式

（7）除有一圆频率为υ的周期解 hsimυt 之外�尚有
另一周期解 a∗cosφ＋εx1（ a�t）�它的平均频率为

ω∗＋εa∗此时有

α0＝ n
2ω∗ （1－ h22）－ nω∗（5ω∗2＋2n2）

4（ω∗2＋ n2）（4ω∗2＋ n2）
a∗

还可求得

dA1d aa＝ a∗
＝－ 2ω∗4＋2ω∗2n2

2（ω∗2＋ n2）（4ω∗2＋ n2） a∗2＜0
故上述周期解

a∗cosφ＋εx1（ a�t）是稳定的．

②当12－ h24－ n
ε→0时　 a∗→0

周期解 a∗cosφ＋εx1（ a�t）消失．

③当12－ h14－ n
φ＜0时

a∗是虚数�这表明周期解 a∗cosφ＋εx1（ a�t）
不存在�系统（7）最后只依 x－hsinυt 作强迫振动．

其次研究其振情况�υ＝ω∗

为使系统不出现永年项�设 H＝εH∗�又为计算
简单设激振力初位相θ＝0�此外设ω∗＝υ－εσ�σ
为解谐参数�于是式（7）代为

x¨＋2Nx· ＋（υ2＋ n2） x＝ε［（1－ x2） x·＋2συx＋
H∗sinυt ］ （12）
设 x＝ acos（υt＋●）＋εx1（ a�t）
d ad t＝－ na＋εA1（ a�t）

d●d t＝εB1（ a�●�t）

令φ＝υt＋●则此时
F1（1－x2）·＋2συx＋H∗sinυt

＝［－ F∗ sinφ＋（2συ－ n） a＋34 na3］ cosφ＋
（F∗ cosφ－υa＋14 na3） sinφ＋14 na3cos3φ＋14
υa3sin3φ

按照上面的方法可得

d a
dt ＝A（ a�●）；　d●

dt ＝B（ a�●）

为得定常解令：
d ad t＝A（ a�●）＝0　d●d t＝B（ a�●）＝0
如上式有稳定奇点（ a∗�●∗）时�
式（12）将有一稳定周期解
x＝ a∗cos（υt＋●∗）

3　结论
综上所述�可见本文提出的改正摄动法�对解

决大阻尼非线性系统实际问题是较为有效的可行

的方法．
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Abstract：In this article�a new inproved interference mothed about great－damping and non－linear vibration systems is
put forward and applied to research the approximate root of Vanderpol equation．
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