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3－边连通图与4－匹配
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摘要：设 G 是阶为 n的3－边连通简单图�M4是 G 的一个4－匹配�设Σ（M4）表示和 M4关联的8个顶点的度数和�本文证明
了：若对 G 的每个4－匹配 M4有�Σ（M4）≥2n＋3�则 G 是可折的或者 G 是 Petersen图．
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0　引　言

本文所讨论的图均为无向、无环的图�但允许
有重边．如无特别说明�文中术语和符号参阅文
献［1］．设 G是图�λ（G）�δ（G）分别表示图 G 的边连
通度和最小度数．特别地�为了讨论的方便�令
λ（K1）＝∞．

设 G是图�H是 G的连通子图�G／H表示 G 收
缩 H所得到的图�即在 G 中以一点υH 代替 H�对
∀υ∈V（G）－V（H）�G／H中连接 v 与 vH 的边数等
于 G中连接 v 与 H的边数．

设 O（G）表示图 G的奇度点的集合．图 G 称为
可折的�如果对任意 X⊆V（G）且｜X｜是偶数�总存
在 G的一个连通生成子图 GX�使得：O（GX）＝X．特
别地�K1是可折的�称 K1是平凡的可折图．由定义
可知�可折图必是2－边连通的．

若 G无非平凡的可折子图�则称 G 是缩简的．
唯一的既是缩简图又是可折图的图是 K1．而且�缩
简图的任意子图仍是缩简的．

引理1［2］　设 H是 G的可折子图�则 G是可折
的⇔G／H是可折的．

引理2［2］　若｜E（G）｜≥2｜V（G）｜－3�则 G 是

缩简的⇔G＝K1或 K2．
引理3［2］　若 G 是缩简的�则 G 是简单图�G

不含三角形且δ（G）≤3．
引理4［2�3］　 Kn（ n≥3）�Km�n（min｛m�n｝≥3）

是可折图．
引理5［4］　设 E⊆ E（G）是使得 G－ E 的每个

分支均为可折图的最小集�设 G1是 G 收缩 G－ E
的每个分支到一个单点所得到的图�则：
1） G1是缩简的�称 G1是 G的缩简图；
2） G是缩简的⇔G＝G1；
3） G可折⇔G1可折；
4） λ（G1）≥λ（G）．
设 G1是 G的缩简图�d（v）表示图 G中点V 的

度数�d1（v）表示图 G1中点 V 的度数．由 k 条边组
成的匹配Mk＝｛u1v1�u2v2�…�ukvk｝称为 k－匹配．

对 G的一个 k－匹配 Mk�定义Σ（Mk）＝Σki＝1d（ ui）＋
d（v i）；对 G1的一个 k－匹配 Mk�定义Σ1（ Mk）＝
Σk
t＝1d1（ ui）＋d1（v i）．

由缩简图的定义可知�若 G1是 G 的缩简图�
Mk 是 G1的一个 k－匹配�则相应地在 G 中也存在
一个 k－匹配�我们也称为 Mk．
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引理6［6］　设 G是阶为 n（ n≤11）的3－边连通
简单图�则 G是可折的或G的缩简图是Petersen图．

引理7［5］　设 G是阶为 n的3－边连通非平凡
缩简图�M（G）表示 G 的极大匹配�则｜M（G）｜≥
n＋43 ．

1　主要结论及证明

定理1　设 G1是 G的缩简图�其中｜V（G）｜＝
n�｜V（G1）｜＝ n1�如果对 G的每个4－匹配 M4有�

Σ（M4）≥2n＋3�
则对 G1的每个4－匹配 M4有�

Σ1（M4）≥2n1＋3．
证明　设 M4＝｛v1v2�v3v4�v5v6�v7v8｝是 G1的

一个4－匹配�则 M4也可看成是 G 的一个4－匹
配．设 W⊆V（G）－V（M4）满足：W 中的点在收缩映
射θ：G→G1下的像均在 V（M4）中．由 G1是 G 的缩
简图�可知 G ［θ－1（v i） ］是 G 的可折子图�从而 G
［θ－1（v i） ］是连通的（1≤ i≤8）．因此 G ［θ－1（v i） ］有
生成树 Ti．（1≤ i≤8）

设 E1＝∪8i＝1E（Ti）�则 G ［ E1］是具有8个分支的
森林�而且这8个分支就是 T1�T2�…�T8．因此

｜E1｜＝Σ
8
i＝1｜V（Ti）｜－8＝Σ

8
i＝1｜V（G ［θ－1（v i） ］）｜

－8
由 W 的定义可知�｜W｜＝Σ

8
i＝1｜V（G ［θ－1（v i） ］）｜－8

｜E1｜＝｜W｜
∴Σ1（M4）≥Σ（M4）-｜E1｜≥（2n＋3）－｜W｜≥

2（ n－｜W｜）＋3≥2n1＋3．
定理2　设 G是阶为 n的3-边连通缩简图�若

对 G的每个4－匹配 M4有�
Σ（M4） ≥2n＋3

则下列之一成立：
（1） G可折（即：G＝K1）；
（2） G是 Petersen图．
证明　设 G是满足定理条件的极小反例．
若对 G的任意子图 H有�｜E（H）｜≥2｜V（H）｜

－3�
由于 G 是缩简的�H 也是缩简的�则由引理2

可知�H＝K1或 K2．
因此对 G的任意非平凡子图 H有�或｜E（H）｜

≤2｜V（H）｜－4或 H＝K2．　（1）

当｜E（G）｜≥2n－3时�由引理2知�G＝K1或
K2；
若 G＝K2�则λ（G）＝λ（K2）＝1＜3�但λ（G）≥

3�　所以 G≠K2．G＝K1．
当｜E（G）｜≤2n－4时�设 M是 G的极大匹配�
情况1　当｜M｜≥5时�
设 M5＝｛u1v1�u2v2�u3v3�u4v4�u5v5｝⊆M�其

中 d（ u5）＋d（v5）≥max1≤ i≤4（d（ ui）＋d（v i））；
设 M4＝M5－ u5v5�

∴Σ（M5）≥54Σ（M4）≥54（2n＋3）；
设 E′表示端点均在∪5

i＝1｛ui�v i｝中的边的集合�
由（1）可知�

｜E′｜≤2×10－4＝16．
54（2n＋3）≤Σ（M5）≤｜E（G）｜＋｜E′｜≤

（2n－4）＋16＝2n＋12�
从而有：n≤16．

又 M5⊆E（G）�所以 n≥10．
10≤ n≤16．

1） 当10≤ n≤11时�
因为 G是缩简的�由引理2和引理5知�G 是

简单图�G的缩简图就是其本身�即是 G．又因为λ
（G）≥3和10≤ n≤11�则由引理6知�或 G 可折或
G是Petersen图．而唯一的既是缩简图又是可折图的
图是 K1�G＝K1或 G是 Petersen图．

但｜E（G）｜≤2n－4�所以 G≠K1．
G是 Petersen图．

2） 当12≤ n≤16时�
由引理7知�｜M｜≥6；
所以�在 G中存在6－匹配 M6＝｛u1v1�u2v2�

u3v3�u4v4�u5v5�u6v6｝⊆M�
其中�d（u6）＋d（v6）≥d（ u5）＋d（v5）≥

max1≤ i≤4（d（ ui）＋d（v i））．
设 M4＝M6－｛u5v5�u6v6｝

∴Σ（M6）≥64Σ（M4）≥32（2n＋3）．
设 E′表示端点均在∪6

i＝1｛ui�v i｝中的边的集合�
由（1）可知�

｜E′｜≤2×12－4＝20．
32（2n＋3）≤Σ（M6）≤｜E（G）｜＋｜E′｜≤2n－4

＋20＝2n＋16．n≤11�矛盾！
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情况2　当｜M｜＝4时�
若 n≥9�则由引理7知�｜M｜≥5�这与｜M｜＝4

矛盾！因此 n≤8．
G是缩简的�G是简单图�G的缩简图仍是 G．
由引理6和 n≤8知�G 是可折的�即：G＝K1．

但｜E（G）｜≤2n－4�所以 G≠K1．
因此情况2不可能出现！
情况3　当｜M｜＝3时�
设 M＝｛u1v1�u2v2�u3v3｝�X＝｛u1�u2�u3�v1�

v2�v3｝�Y＝V（G）－X�
1） 当 Y＝Φ时�G＝G ［ X］�｜V（G）｜＝6；
因为λ（G）≥3�所以δ（G）≥3�从而有｜E（G）｜

≥3×62 ＝9＝2×6－3�但这与｜E（G）｜≤2×6－4矛
盾！Y≠Φ
2） 当 Y≠Φ时�
由 M的极大性知�E（G ［ Y］）＝Φ．
λ（G）≥3�δ（G）≥3�从而有∀y∈Y�d（y）≥3．
因为 G 是缩简的�所以 G 中不含三角形且 G

是简单图．又因为 E（G ［ Y］）＝Φ�
所以�对∀y∈Y�N（y）只能是｛v1�v2�v3｝�｛u1�

v2�v3｝�｛u1�v2�u3｝�｛v1�u2�u3｝�｛v1�u2�v3｝�｛v1�
v2�u3｝�｛u1�u2�u3｝�｛u1�u2�v3｝中的一个．
即：对∀y∈Y 有�d（y）＝3．
不失一般性�设 y1∈Y�N（y1）＝｛v1�v2�v3｝�则

N（ u1）∩Y＝Φ�否则 G 中存在4－匹配；同理�N
（u2）∩Y＝Φ�N（u3）∩Y＝Φ．

又∵对∀y∈Y�d（y）＝3且 E（［ G［Y］ ］＝Φ�
∴对∀y∈Y�N（y）＝｛v1�v2�v3｝．
如果｜Y｜≥3�则 G ［ Y∪｛v1�v2�v3｝］中必含有

K3�3．由引理4知�K3�3是可折图．但 G 是缩简的�从
而 G中不含非平凡的可折子图�矛盾！｜Y｜≤2．

这样�n＝｜Y｜＋6≤8＜11．
又因为 G 是简单图�G 的缩简图仍是 G�则由

引理6知�G可折�即 G＝K1．
但｜E（G）｜≤2n－4�所以 G≠K1．情况3不可

能出现！
情况4　当｜M｜＝2时�
设 M＝｛uv�wx｝�X＝｛u�v�w�x｝�Y＝V（G）－

X
1） 当 Y＝Φ时�G＝G ［ X］�｜V（G）｜＝4；

又因为 G是简单图且 G中不含三角形�所以
δ（G）≤2�这与δ（G）≥3矛盾！
2） 当 Y≠Φ时�
因为 M是极大匹配�所以 E（G ［ Y］）＝Φ．
又 G中无三角形且 G 是简单图�所以对∀y∈

Y 有�d（y）≤2�这与δ（G）≥3矛盾！情况4不可能
出现！

情况5　当｜M｜＝1时�
因为 G 中无三角形且 G 是简单图�所以 G＝

K1�n－1�这与λ（G）≥3矛盾！情况5不可能出现！
综上所述定理成立�即或 G1＝ K1或 G 是 Petersen
图．

定理3　设 G 是阶为 n 的3－边连通简单图�
若对 G的每个4－匹配 M4�有：

Σ（M4）≥2n＋3
则下述之一成立：
1） G可折；
2） G是 Petersen图．
推论　设 G是3－边连通简单图�若对∀uυ∈

E（G）有�d（ u）＋ d（v）≥2n＋34 �则或者 G 是可折
的或者 G是 Petersen图．

证明　对∀uυ∈ E（G）有�d（ u）＋ d（v）≥（2n
＋3）／4．因此对 G 中的每个4－匹配 M4�有Σ（M4）
≥2n＋3．由定理3知�或者 G 是可折的或者 G 是
Petersen图．
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Refinement and Extension about the Leibnize Inequality
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Abstract：Refining the famous Leibniz Inequality and extending it to be a geometric inequality chains�four conjectures
concerned are put forward and verified by the computer．
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3-edge-connected Graphs and4-matchings
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Abstract：Let G be a3－edge－connected simple graph of order n．For a4-matching M4of G�let Σ（M4） denote the
sum of the degrees of the eight vertices incident with M4．We show that if Σ（M4）≥2n＋3for all4-matchings M4of G�
then either G is collapsible �or G is the Petersen graph．
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