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k部图的符号控制数的一个下界

罗端高�王家宝
（中南大学 数学学院�湖南 长沙410075）

摘要：研究图的符号控制数�得到了 n阶 k 部图的符号控制数的一个下界�当δ＝2时这个界是精确的�并且给出了δ＝2时一
个达到下界的图例．王春香等得到的结果（引言中的定理 B）是本文结果当δ＝2且 k＝2时的一个特例．
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0　引　言

设图 G＝（V�E）�V 和 E分别表示图 G 的顶点
集和边集�δ为 G的最小度．若 v∈V�则 N（υ）＝｛u
∈V｜uυ∈ E｝表示 v 点的开邻域�N ［υ］＝ N（υ）∪
｛υ｝表示 v 点的闭邻域．对函数 f∶V→｛－1�1｝�令 f

的权为ω（f）＝Συ∈Vf（υ）．对 V 中的点υ�定义 f ［υ］＝
Σf（ u）；对于 s⊆V�记 f（ s）＝Σf（v） v∈ s 图 G 的符
号控制函数是函数 f∶V→｛－1�1｝�使得对任意的υ
∈V�f ［υ］≥1．G 的符号控制数定义为为γs（ G）＝
min｛ω（f）｜f 为 G的符号控制函数｝．权为γs（G）的
符号控制函数称为 G的一个γs 函数．凡文中未提及
的术语见［1］．

关于控制函数研究�是现代图论当中的一个相
当活跃的课题．已经证明�确定图的符号控制数是
NP－完全问题�因而对于控制数大多集中研究一般
图或特殊图类的界．本文考虑 n阶 k 部图的下界．

对于一般图�在［2］中�张忠辅等得出了下面的
定理．

定理 A　对于任意一个具有 n 个顶点的图 G�
有γs（G）≥2「（－1＋ 1＋8n）／2? － n�这个结果是

精确的．
对于偶图�Dunbar等在［3］中曾经提出了如下的

猜想：γ－≥4（ 1＋ n－1）－ n．王春香�毛经中在
［4］中证明这个猜想是正确的�并得出如下定理
定理 B　设 G是具有 n个顶点的偶图�则

γs（G）≥4（－1＋ 1＋ n）－ n．

1　主要结果及证明

设在无向简单图 G（V�E）中�A�B⊆V（G）�A
∩B＝Φ�令 E（A�B）＝｛uυ｜uυ∈E（G）�u∈A�υ∈
B｝�e（A�B）＝｜E（A�B）｜．
设 f 是 n阶图 G（V�E）的一个符号控制函数�

记 P＝｛υ∈V｜f（υ）＝1｝�M＝｛υ∈V｜f（υ）＝－1｝�
p＝｜P｜�m＝｜M｜．
定理1　设 G＝（V1�V2�…�Vk；E）是一个最小

度δ≥2的 n阶 k 部图�K＝k／（k－1）�d＝δ＋2�则
γs（G）≥K（－d＋ d2＋8dn／K）／2－ n
证明　设 f 是 n阶图 G＝（V1�V2�…�Vk；E）的

一个符号控制函数�P�M�p�m定义如上．令 Pi＝ p
∩V i�Mi＝M∩V i�pi＝｜Pi｜�mi＝｜Mi｜�i＝1�2�…�
k．则 n＝Σk

i＝1pi＋Σ
k

i＝1mi．对于 n阶图 G（V�E）�尹传勇
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等在［5］中证明了
e（P�M）＝ e（∪k

i＝1Pi�∪k
i＝1Mi）

≥（δ／2＋1）（ n－p） （1）
对于每一个υ∈Pi�有｜N（υ）∩（∪k

i＝1Mi）｜
≤｜N（υ）∩（∪k

i＝1Pi）｜�因此
e（P�M）≤（k－1）p2／k （2）
由（1）和（2）可得
（δ／2＋1）（ n－p）≤p2（k－1）／k 即 p2（k－1）／k

＋（δ／2＋1）p－（δ／2＋1） n≥0
由 p 的非负性�可解得�
p≥K（－d＋ d2＋8dn／K）／4
因此γs（G）＝2p－ n
≥K（－d＋ d2＋8dn／K）／2－ n
不难看出�当δ＝2时�
γs（G）≥2kk－1〔－1＋ 1＋2（k－1）k n〕－ n
这个下界是精确的．事实上我们可以构造 k 部

图 G�它的符号控制函数的权恰好等于（2k／（k－1）
（－1＋ 1＋2（k－1） n／k－ n）

设 H是 K2�2（k－1）．H1�H2�…�Hk 是 k 个 H的拷
贝�令 Xi�Y i 分别表示 Hi 中的2度顶点集和2（k－
1）度顶点集�i＝1�2�…�k．

G是连接∪k
i＝1Hi 中与 Y i 与 Y j（ j≠ i�i＝1�2�

…�k）的每一对顶点得到的图．把 X1∪Y2�X2∪Y3�
…�Xk－1∪Yk�Xk∪Y1看成 G 的 k 个部�则 G 是阶
为 n＝2k＋2k（k－1）的 k 部图．构造 G的控制函数
f 如下：给∪k

i＝1Y i 中的顶点赋值1�给∪k
i＝1Xi 中的

顶点赋值－1�易知对于任意的υ∈V（G）�有 f ［υ］
≥1�因此 f 是 G 的控制函数�此时 f （V）＝2k－2k
（k－1）＝2kk－1〔－1＋ 1＋2（k－1）k n〕－ n�其中 n
＝2k＋2k（k－1）�所以 f 为一个γs 函数．即当δ＝2

时�这个界是可达的．
当δ＝2�k＝2时�得到 γs （ G）≥4（－1＋

1＋ n）－ n�这就定理 B．
在图 G中�用 dG（υ）表示υ点在G中的度�令 I

（G）＝｛υ∈V｜dG（υ）＝0｝�Ω（G）＝｛υ∈V｜dG（υ）＝
1｝�P（G） ＝υ∈V｜N（υ）∩Ω（G）≠Φ｝．我们称
V（G）－（ I（G）∪Ω（G）∪P（G））为图的符号点集�
记作 S（G）．

引理［5］　若 S（G）＝Φ�则γs（G）＝｜V（G）｜．
下面不妨假定 S（G）≠Φ�记δ∗＝min｛dG（υ）｜

υ∈S（G）｝�易知δ∗（ G）≥δ（G）且δ∗（ G）≥2�利
用［5］中的结果�易得到 e（P�M）≥（δ∗／2＋1）（ n－
p）�在定理1的证明过程中引入δ∗（G）可以得到
定理2　设 G＝（V1�V2�…�Vk；E）是一个 N阶

k 部图�当 S（G）≠Φ�δ∗＝δ∗（G）�则
γs（G）≥ k2（k－1） ［－（δ∗＋2）＋

（δ∗＋2）2＋8k－1k （δ∗＋2） n ］－ n．
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A Lower Bound of Signed Domination Number of Partite Graph
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Abstract：In this paper�we study the signed domination number of graphs and obtain a lower bound for a k-partite graph．
This bound is sharp whenδ＝2．As a sample�we construct a graph withδ＝2�which reaches the above lower bound．
Wang Chunxiang’s resultγs（G）≥4（－1＋ 1＋ n）－ n is a special case of our results inδ＝2and k＝2．
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