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一类复合函数的高阶导数公式及其应用

周学松

（浙江工商大学 统计与计算科学学院�浙江 杭州�310035）

摘要：给出一类复合函数 y＝ f（ a＋ bx2）的高阶导数公式并通过求文献 ［1］中问题1077的解．证明了
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众所周知�求复合函数高阶导数公式是一个很困难的问题�本文对复合函数 y＝f（a＋bx2）给出其 n阶导
数公式�并给出文献［1］中问题10777：∫∞0 dm

dxm
1
1＋x2

dn
dxn

1
1＋x2 dx＝？的求解公式．

定义　数 Znk＝Σnj1＝1
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jk－1＝1
jk－1 Σ

jk－1＋1

i＝1 i）…）�规定 Zn0＝1．则�Zn
k＝Σnj＝1（ jZj＋1
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定理1　设函数 f 存在 N阶导数�则

　　　（f（ a＋bx2））（ N）＝

Σ
2k－12

j＝0
（2b） jz2k－2j

j
d2k－1－ j

du2k－1－ j（f（ u））（2bx）2k－1－2j�N＝2k－1�k＝1�2�…　　　（2）

Σ
2k2 －1

j＝0
（2b） jz2k－2j＋1

j
d2k－ j

du2k－ j（f（ u））（2bx）2k－2j＋
（2b）kZ2k－1 dk

duk（f（ uu））�N＝2k�k＝1�2�…　　　　　　　　　　　　　　　（3）

其中 u＝ a＋bx2

证明　k＝1时是显然的．
假设 k＝m时结论成立．即

　　（f（ a＋bx2））（2m）＝ Σ
2m2 －1

j＝0 （2b） j·Z2m－2j＋1
j

d2m－ j

du2m－ j（f（ u））·（2bx）2m－2j＋（2b）mZ2m－1 dm

dum（f（ u））

⇒（f（ a＋bx2））（2m＋1）＝ Σ
2m2 －1

j＝0 （2b） j·Z2m－2j＋1
j ·（f（2m－1）（ u）·（2bx）2m－2j）′

＋（2b）m·Z2m－1·f（m＋1）（ u）·（2bx）

　　　　　　＝Σm－1
j＝0（2b） jZ2m－2j＋1

j ·（f（2m－ j＋1）（ u）·（2bx）2m－2j
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　　　　　　＋ f（2m－1）＋ f（2m－ j）（ u）·（2m－2j）（2bx）2m－2j－1·2b
　　　　　　＋（2b）m·Z2m－1·f（m＋1）（ u）·（2bx）
　　　　　　＝ f（2m＋1）（ u）·（2bx）2m＋1＋ f（2m）（ u）·2m·2b·（2bx）2m－1

　　　　　　＋ f（2m）（ u）·Z2m－11 ·2b·（2bx）2m－1＋
　　　　　　 f（2m－1）（ u）·Z（2m－1）（ u）·Z2m－11 ·（2b）2·（2m－2）·（2bx）2m－3

　　　　　　＋ f（2m－1（ u）·Z2m－32 ·（2b）2（2bx）2m－3＋…＋ f（m＋2）（ u）·Z5m－2·（2b）m－1·4·（2bx）3

　　　　　　＋ f（m＋2）（ u）·Z3m－1·（2b）m－1·（2bx）3＋ f（m＋1）（ u）·Z3m－1·（2b）m·2·（2bx）
　　　　　　＋ f（m＋1）（ u）·Z2m－1·（2b）m·（2bx）

　　　　　　＝（1）
f（2m＋1）（ u）·（2bx）2m＋1＋ f（2m）（ u）·Z2m1·2b·（2bx）2m－1

　　　　　　＋ f（2m－1）（ u）·Z2m－22 ·（2b）2·（2bx）2m－3＋…＋ f（m＋2）（ u）·Z4m－1·（2b）m－1·（2bx）3

　　　　　　＋ f（m＋1）（ u）·Z2m·（2b）m·（2bx）

　　　　　　＝Σm－1
j＝0（2b） j·Z2m－2j＋2

j ·f2（m＋1）－ j－1）（ u）·Z2m1·2b·（2bx）2（m＋1）－2j－1

　　　　　　⇒（2）在 k＝m＋1时成立�同理由（2）可得（3）在 k＝m＋1时也成立　（毕）

文献［1］中给出问题（problem10777）：如何计算∫∞0 dm

dxm（ 11＋x2） dn

dxn（ 11＋x2） dx？

用本文结果（2）�（3）可以计算�下面用另外两种方法来计算．

第一种留数方法：（ 11＋x2）（m）＝12i（
1

x－ i－ 1
x＋ i）

（m）＝12i（
（－1）mm！
（x－ i）m＋1－ （－1）mm！

（x＋ i）m＋1）

　　　　　　∫∞0 （ 11＋x2）（m）（ 11＋x2）（ n） dx＝12∫
＋∞

－∞（ 11＋x2）（m）（ 11＋x2）（ n） dx

　　　　　　＝（－1）m＋ nm！ n！－8 ∫＋∞－∞（ 1
（x－ i）m＋ n＋2－ 1

（x－ i）m＋1
1

（x＋ i） n＋1

　　　　　　－ 1
（x＋ i）m＋1

1
（x－ i） n＋1＋ 1

（x＋ i）m＋ n＋2） dx
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（z－ i）m＋ n＋2�z＝ i ］＝0�
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（x－ i）m＋1
1

（x＋ i） n＋1＋ 1
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1
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　　　　　　＝（－1）m＝ nm！ n！8 2πi Res
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（z－ i）m＋1�z＝ i ＋Res

1
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z→ i

（ 1
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z→ i

（ 1
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（－1） n（m＋1）（m＋2）…（ n＋m）
（z＋ i） n＋m＋1

1
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　　　　　　＝π4（m＋ n）！ 1
2n＋m＋1（（－1）m＋（－1） n

in＋m

　　　　　　＝
π（m＋ n）！
2m＋ n＋2 （－1）

m－ n2 �m与 n的奇偶性相同

0�m与 n的奇偶性不同
（4）
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定理2　 1
1＋x2

（ n）＝
（－1）kn！
2n＋1 Σn＋1

i＝1Cj
n＋1sin（2i） t�n＝2k－1　　　（5）

（－1）kn！
2n＋1 Σn＋1

i＝0Cj
n＋1cos（2i） t�n＝2k　　　　（6）

k＝1�2�…�x＝tan t
利用定理2得：

　　　　　∫∞0 dn

dxn
1
1＋x2

dm

dxm
1
1＋x2 dx

＝
x＝ tant

∫
π2

0
（Σ2k

i＝1
（－1）k（2k－1）！

22k cj2ksin（2i） t）（（ 11＋x2）（m－1））′tdt　 n与m同为奇数

∫
π2

0
（Σ2k＋1

i＝0
（－1）k（2k）！
22k＋1 cj2k＋1cos（2i） t）（（ 11＋x2）（m－1））′tdt　 n与m同为奇数

　　　　　　 d
dt ［（ 11＋x2）（m－1） ］ ＝m＝2s－1 d

dt ［（ 11＋x2）（2s－2） ］
　　　　　　＝ d

dt ［（－1） s－1（2s－2）！
22s－1 Σ2s－1

i＝1］ Ci2s－1cos（2i） t ］
　　　　　　＝（－1） s（2s－2）！

22s－2 Σ2s－1
i＝1C′2s－1sin（2i） t ］

　　　　　　 n与m均为奇数时�

　　　　　　∫＋∞0 dn

dxn（ 11＋x2） dm

dxm（ 11＋x2） dx

　　　　　　＝（－1）k＋ s（2k－1）！（2s－2）！
22k＋2s πΣM

i＝1iCi2kCi2s－1　　　　（7）

　　　　　　其中 M＝min 2k�2s－1
由（4）与（7）得：

定理3　∀k�s∈N＋�ΣM
i＝1iCi2kCi2s－1＝ （2k＋2s－2）！

（2k－1）！（2s－2）！＝（2s－1） CM2k＋2s－2�M＝min 2k－1�2s－1
定理4　∀k∈N＋　Z2k－1＝（2k－1）！！
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Abstract：This paper gives a highter derivative formula of a compound function y＝ f （ a＋ bx2）and an answer to the
question1077in reference［1］．
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