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关于 n阶图的最小减控制数

徐保根

（华东交通大学 基础科学学院�江西 南昌330013）

摘要：设 n≥2�R （ n）表示所有 n 阶图的最小减控制数�本文确定了 R （ n）的值�即 R （ n）＝ （ s－1）（4－ s）2 ＋min
0�2－ n＋ s

2 �其中
s
2 ≤ n＜ s＋1

　2 �这里
x
2 表示 x 个中取2个的组合数．
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　　本文所指的图均为无向简单图�文中未说明的
符号和术语同于文献［1、8］．

设 G＝（V�E）为一个图�其顶点集 V＝V（G）和
边集 E＝E（G）�对于任意 u∈V（G）�则 NG（ u）为 u
点在 G中的邻域�NG ［ u］＝NG（ u）∪｛u｝为 u 点在
G中的闭邻域�在不混淆情况下�NG（ u）和 NG ［ u］可
分别简记为 N（ u）和 N［ u］．若 S⊆V 则 G ［ S ］表示
S 在G中的导出子图．若 A、B⊆V�则记 E（A�B）＝

uυ∈E｜u∈A�υ∈B ．
对于一个实值函数 f：V→R和一个子集 S⊆V�

则记 f （ S）＝Σ
u∈ s

f （ u）．对于任意υ∈V （ G）�则 f （ N
［ v ］）可简记为 f ［ v ］．此外�f（v）称为 v 点在 f 下的
符号．

定义1　 ［1～2］设 G＝（V�E）为一个图�一个
函数 f：V→｛－1�0�1｝如果使得对每个顶点 v∈V�
均有 f ［ v ］≥1成立�则称 f 为图 G 的一个减控制
（minus domination）函数�图 G的减控制数定义为γ－

（G）＝min｛f（V）｜f 为图 G的减控制函数｝．
如果将上述定义中的｛－1�0�1｝替换成｛－1�

1｝�则对应地定义一个图 G的符号控制（signed dom-
ination）函数和符号控制数γs（G）．

显然�一个图 G的符号控制函数也是图 G 减控
制函数�因此对任意图 G�均有γs（ G）≥γ－（ G）成
立．对于图的符号控制数�已有不少的结果�我们在
［2］中给出了其最好可能的下界
引理1［2］　对任意 n阶图 G（ n≥1）�均有

γs（G）≥2「－1＋ 1＋8n2 ? － n
并且此下界是最好可能的．
而对于图 G减控制数�文 ［1］和 ［3］中分别对一

些特殊图给出γ－（G）的下界�主要包括：
引理2［1］　（1）若图 G 的最大度△（G）≤3�或

者 G为任意一棵树�则γ－（G）≥1．
（2）对于任意 n阶 r－正则图 G�均有γ－（G）≥

n／（ n＋1）
引理3［3］　（1）对于任意 n阶图 G（ n≥1）�均有

γ－（G）≥4（ 1＋8n－1）－ n
（2）对于任意 n阶无三角形图 G均有γ－（G）≥

4（ n＋1－1）－ n．
在本文中�我们确定所有 n阶图的最小减控制

数（ n≥2）．
定理1　设整数 n≥2�R（ n）表示所有 n 阶图
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的最小减控制数�令 s
2 ≤ n＜ s＋1

　2 �则有 R（ n）

＝（ s－1）（4－ s）2 ＋min 0�2－ n＋ s
2

证明　当 n＝2时�s＝2�显然 R（2）＝1�定理
成立．下设 n≥3．

为了方便�记 Q（ n）＝（ s－1）（4－ s）2
＋min 0�2－ n＋ s

2 ．

首先我们证明：R（ n）≥Q（ n）．
取一个 n阶图 G＝（V�E）使得γ－（G）＝

R（ n）．由定义�存在图 G的一个减控制函数 f 使得
f（V）＝γ－（G）．
　　令：A＝ υ∈V｜f（υ）＝1 �

B＝ υ∈V｜f（υ）＝－1 �
C＝ υ∈V｜f（υ）＝0
＝V（A∪B）．

记｜A｜＝ t�｜B｜＝ r�可见 R（ n）＝γ－（G）
＝ t－ r

情况1　当 t＝1时：
由减控制函数 f 的定义可知�B 中每个顶点至

少邻接A 中两个顶点�因此 B＝⌀�从而 f（V）＝1．注
意到 n≥3�因此 s≥3．即有

R（ n）＝γ－（ G）＝ f （V）＝1≥（ s－1）（4－ s）2 ≥
Q（ n）
情况2　当2≤ t≤ s－1时；
由于 B中每个顶点至少邻接 A 中两个顶点�即

｜E（A�B）｜≥2｜B｜．假若｜B｜＝ r≥ t
2 ＋1�．即有

｜E（A�B）｜≥ t（ t－1）＋2�则 A 中至少有一个顶点 v
邻接 B中至少 t 个顶点�从而 f ［ v ］＝ Σ

u∈N［υ］ f（ u）≤0�

这与减控制函数 f 的定义矛盾．因此�r≤ t
2

注意到函数 g（x）＝x－ x（x－1）2 为［2�＋∞）上
的递减函数�我们有

R（ n）＝γ－（G）＝ f（V）＝ t－ r≥ t－ t
2 ≥ s－1

－ s－1
　2 ＝（ s－1）（4－ s）2 ≥Q（ n）．

情况3　当 t≥ s时；
由于γ≤ n－ t�R（ n）＝ f（V）＝ t－ r≥2t－ n≥

2s－ n

（1）当 s
2 ≥ n－2时�注意到 s

2 ≤ n�我们有

R（ n）≥2s－ n＝（ s－1）（4－ s）2 ＋ s
2 － n＋2≥

（ s－1）（4－ s）2 ≥Q（ n）．

（2）当 s
2 ≤ n －3时�R （ n） ≥2s － n ＝

（ s－1）（4－ s）2 ＋ s
2 － n＋2＝Q（ n）．

至此�我们已经证明了：R（ n）≥Q（ n）…
下面我们对每个正整数 n≥2�构造一个 n 阶

图 G使得γ－（G）＝Q（ n）．
当 n＝2时�s＝2．令 G＝K2为2阶完全图�显

然γ－（G）＝Q（ n）＝1．下设 n≥3．
记：V（ G）＝ A∪ B∪ C�正整数 s 是由不等式

s
2 ≤ n＜ s＋1

　2 唯一确定．

令：A＝｛u1�u2�……�us－1｝
B＝｛v1�v2�……�v t｝
C＝｛w1�w2�……�ur｝

其中
s－1
　2 �r＝ n－（ s－1）－ s－1

　2 ＝ n－
s
2 ≥0．

令 G ［ A］＝Ks－1为一个 s－1阶完全图．将 B中
每个顶点均邻接 A 中的恰好2个顶点�且 A 中的每
个顶点均恰好邻接 B中的 s－2个顶点�这样｜E（A�
B）｜＝2t＝（ s－1）（ s－2）．令 E（ G ［ B ］）＝⌀�而 E
（A�C）及 E（G ［ C ］中的边按下面三种情况来确定�
从而构造出图 G并定义图 G 的一个减控制函数 f
如下：

情况 a　当 r＝0时：即 C＝⌀�n＝ s
2 �图 G构

造完毕�定义图 G的一个减控制函数 f 如下：当 v∈
A 时 f（v）＝1；当 v∈B时 f（v）＝－1．

可见 f（V）＝ s－1－ t＝（ s－1）（4－ s）2 ＝Q（ n）．

情况 b　当 r＝1：即 C＝ w1 �n＝ s
2 ＋1�将

w1邻接 A 中（至少）一个顶点．图 G构造完毕�定义
图 G的一个减控制函数 f 如下：

当υ∈A 时 f（v）＝1；当 v∈B 时 f （v）＝－1；f
（w1）＝0．同样有 f（V）＝Q（ n）．

情况 c　当 r≥2时；r＝ n－ s
2 ≥2�注意到 n
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＜ s＋1
　2 �故 r≤ s－1．

首先将 w1邻接 A 中的每一个顶点和 C 中（除
w1本身外）的每一个顶点�而对于每一个 i＝2�3�
……�r�将 wi 邻接 A 中的 ui 点．图 G 构造完毕�定
义图 G的一个函数 f 如下：

当 v∈A∪｛w1｝时�f（v）＝1；当 v∈B∪｛w2�w3
……�wr｝时�f（v）＝－1．

不难验证�f 为图 G的一个减控制函数�并且注

意到
s
2 － n＋2≤0�因此�f （V）＝ s－（ n－ s）＝

（ s－1）（4－ s）2 ＋ s
2 － n＋2＝Q（ n）．

综上所述�我们已经构造了一个 n阶图G�并且
定义了图 G的一个减控制函数 f�使得 f（V）＝
Q（ n）．由定义1及 R（ n）的定义得知�R（ n）≤γ－

（G）≤ f （V）＝ Q（ n）�结合（∗）式得到 R（ n）＝ Q
（ n）．至此�定理1证毕．

上述定理确定了所有 n阶图的最小减控制数�
当然对任意 n阶图 G�均有γ－（G）≥R（ n）�且此下
界是不能改进的．这也能导出在引理3（1）中所给出
的下界．

事实上�对任意 n阶图 G�当 n≥3时�s≥3�注

意到 g（x）＝（x－1）（4－ s）2 为 ［3�＋∞）上的递减函

数�且由 s
2 ≤ n得知 s≤1＋ 1＋8n2 �故有

γ－（G）≥ R （ n）≥ g （ s）≥ g （1＋ 1＋8n2 ）＝
1＋8n－1－ n．
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On the Minimum Minus Domination Number for Graphs of Order n

XU Bao-Gen

（School of Natural Science�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract：Let R（ n）be the minimum minus domination number for all graphs of order n�In this paper we Determine the
exact of R（ n） for every integer n≥3�that is�R（ n）＝（ s－1）（4－ s）2 ＋min 0�2－ n＋ s

2 �where≤ s
2 ≤ n＜

s＋1
　2 ．
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