
收稿日期：2005－01－12
作者简介：闻　斌（1980－）�男�江苏苏州人．

文章编号：1005－0523（2005）02－0144－03

通过交叉验证准则选择线性模型

闻　斌�江其保
（东南大学 数学系�江苏 南京210096）

摘要：考虑建立在交叉验证准则基础上线性回归模型的选择问题．我们对原来的交叉验证准则进行改进�通过增加惩罚函数
来解决交叉验证过程中模型过度拟合问题�从而提出一个新的模型选择准则．在一定的假设条件下�新准则确定的模型具有
强相合性并且在样本容量充分大时能得到最小的真实模型．在本文中�我们将证明新准则确定的模型在一定条件具有强相合
性�并给出一般条件下模型选择准则．
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1　引　言

考虑多元线性回归模型

Yn＝Xnβ＋ en （1．1）
其中：Xn 为 n× p 的矩阵�β为 p×1的未知回

归参数向量�en为 n×1随机误差向量（ en 的分量相
互独立�但分布不必相同）．｛1�2�．．．�p｝的每个子
集μ称为子模型�显然�多元线性回归有2p 个可能

的子模型．如果对于任意 i∉μ�βi＝0；则称为子模
型μ为真实模型．我们解决的问题是要找到最小的
真实模型�其中最小的真实模型定义为它所有的真
子模型都不是真实模型．

交叉验证是一种模型选择的方法�它能对模型
进行预测．它的主要思想：假设有 n个数据点�为了
在模型集中选择一个适当的模型�首先�我们删掉
一个数据点�用其余 n－1个数据点去拟合模型；然
后用删掉的数据点检验模型�再对所有数据点都进
行一次上面的操作�选择一个具有佳预测水平的模
型．

在本文中�我们提出一个模型选择准则�通过

在交叉验证中增加惩罚函数�把交叉验证准则与信
息理论准则结合．正如我们所知的�交叉验证准则
易于过度拟合模型�而相合信息理论准则在样本容
量不大时�时常对模型拟合不足．新的模型选择准
则把这两者的优势结合起来�从而能更好地拟合模
型．

注：A 表示 p× p 的矩阵�a为 p×1向量�A（ i）
表示 A 的前 i 列组成的矩阵�A（－ i）表示去掉 A
的第 i列组成的矩阵�a（ i）表示 a的前 i 个元素组
成的向量�a（－ i）表示去掉 a的第 i 个元素组成的
向量．

2　相合模型选择准则

考虑回归模型（1．1）�定义：Xn ＝（ x1n�．．．�
xpn）＝（ x1�．．．�xn）′�Pi 表示由 x1n�．．．�xin生成空
间上的正交投影矩阵．下面给出得到我们主要结果
所需的假设条件．

假设1　存在常数 a1和 a2�使得
0＜ a1n≤λp（X′nXn）≤λ1（X′nXn）≤ a2n （2．1）
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其中：λi（X′nXn）表示（X′nXn）的第 i个特征值．
假设2　存在常数δ＞0�使得对每个 i�1≤ i≤

p

Σn
j＝1（X

j
in）3＝O［（x′inxin）3／2／（log （x′inxin））1＋δ］

（2．2）
其中：xjin表示 xin＝（ x1in�．．．�xnin）的第 i 个元

素．
假设3　max1≤ i≤ nX′iXi＝O（log log n）．
假设4　 en＝（e1�．．．�en）′的分量相互独立�期

望为0并且满足矩条件：使得对每个 i�1≤ i≤ n�0
＜γ2≤E（e2i）�E（｜ei｜3≤τ3＜∞． （2．3）

首先考虑 p 个连续的子模型集｛M（1）�．．．�M
（p）｝�M（k）表示回归模型（1．1） 其中（β＝（β1�…�

βk≠0�…�0）′．定义判别函数：Gcvn （ k）＝Σn
j＝1（ yi －

y
＾

－ i�k）2＋kCn�其中 y
＾

－ i�k＝ x′i（ k）β
＾

－ i（ k）�β
＾

－ i（ k）
表示在模型 M（ k）中 β（ k）基于数据点｛（ y1�x1
（k））�．．．�（yi－1�xi－1（ k））�（ yi＋1�xi＋1（ k））�．．．�
（yn�xn（ k））｝的最小二乘估计；Cn 是关于 n 的函
数�称为惩罚函数；满足条件：

Cn
n →0� Cnlog log n→∞． （2．4）
我们提出的模型选择准则以判别函数 Gcvn （ k）

为基础�选取的模型定义为 M（k
＾
n）�满足：

Gcvn （k
＾
n）＝ min1≤k≤pG

cv
n （k）． （2．5）

下面的定理将证明按上面的方法选取的模型

具有强相合性．
定理2．1　假定对于 n＝1�2�．．．�假设1－4均

成立�M（k0）是最小的真实模型．如果对于充分大的
n�Cn以概率为1满足（2．4）�则按（2．5）选取的模
型强相合于最小的真实模型；在样本容量充分大时
能得到最小的真实模型．

为了证明定理2．1�我们需要下面两个引理．
S（k）表示模型 M（k）中的残差平方和．
引理2．1　假定假设1�2�4成立�则
（L1） a2n≥x′inxin≥ a1n�n→∞�1≤ i≤p；
（L2） a2n≥x′in（ I－ Pi－1） xin≥ a1n＞0�1≤ i≤

p；
（L3）x′inen＝O（（log log n）1／2�a．s�1≤ i≤p
（L4） e′nPien＝O（log log n）�a．s�1≤ i≤p；
证明见 Bai et al．1999．
引理2．2　假定假设1和3成立�则对每个 k�1

≤k≤p�max1≤ i≤ nwi�k＝O（log log n）�

max1≤ i≤ nwi�－k＝O（log log n）；其中 wik＝X′i（k）
（X′n（k）Xn（k））－1xi（k）�wi�－k＝X′i（－k）（X′n（－ k）
Xn（－k））－1xi（－k）．
证明　由假设1及3�引理2．2即得．
证明定理2．1．令 rik＝yi－x′iβ

＾
（k）．

Σn
i＝1（yi－y

＾
－ i�k）2＝Σn

i＝1［（1－wik）－1rrk ］2＝Σ
n

i＝1（1＋
2wik＋O（W2

ik）） r2ik

＝Σn
i＝1r

2
ik＋Σn

i＝1（2wik＋O（w2
ik）） r2ik·a．s （2．6）

当 n充分大时�由（2．6）和假设3�可得
S（k）≤Σn

i＝1（yi－y
＾

－ i�k）2

≤（1＋3max1≤ i≤ nwik）S（k）�a．s （2．7）
当 k＜k0时�由（2．7）�引理2．1和引理2．2对

充分大的 n�都以概率为1成立．
Gcvn （k）－Gcvn （k0）
≥S（k）－（1＋3max1≤ i≤ nwik）S（k0）
＋（k0－k）Cn
≥β2（k0） a1n＋β（k0）O（（log log n）1／2）＋
O（log log n）－（k0－k）Cn　 a．s．
由（2．4）条件：n－1Cn→0�从而对充分大的 n�

Gcvn （k）－Gcvn （k0）＞0．a．s．这说明

lim inf k＾n kn．a．s （2．8）
当 k＞k0时�由（2．7）�引理2．1（L4）和引理2．2

对充分大的 n�都以概率为1成立．
Gcvn （k）－Gcvn （k0）
≥S（k）－（1＋3max1≤ i≤ nwik）S（k0）＋（k－k0）
Cn≥O（loglogn）＋Cn．a．s．

由（2．4）条件： Cnlog log n→∞．从而对充分大的

n�Gcvn （k）－Gcvn （k0）＞0．a．s．这说明
lim sup k≤＾

k0．a．s．再由（2．8）�可得 k
＾
n→ k0．

a．s．定理证毕．

3　一般情况下相合模型选择准则

考虑一般的情形�β的每个分量可以取0或非
0．对于任何β�重新组合的β分量及设计阵 Xn 的列
向量�我们可以得到等价的回归模型：最小的真实
模型在连续的子模型集｛M（1）�．．．�M（p）｝之中；然
后再用上面介绍的模型选择准则�因为重新组合的
条件下假设条件不会改变�估计的模型仍强相合于
最小的真实模型；在重组模型选择中选取最小的 k

＾
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即可．此方法的缺点是需要计算2p 个残差平方和�
当 p 很大时�计算量很大．我们使用 “删一”法（见
Rao and Wu�1989；Bai et al�1999）来选取最小的真实
模型�此方法的优点是只需计算 p＋1个残差平方
和．

考虑模型 y
～
n＝Xn（－k）β（－k）＋ en（3．1）

记 y
＾

－ i�－k＝x′i（－k）β
＾

－ i（－k）�其中β
＾

－ i（－k）
表示在模型（3．1）中β（－k）基于数据点

｛（y1�x1（－ k ））�．．．�（ yi－1�xi－1（－ k ））�
（yi＋1�xi＋1（－ k））�．．．�（yn�xn（－ k））｝的最小二
乘估计；

定义　对于 i�1≤ i≤p；

Gcvn （－k）＝Σn
i＝1（yi－y

＾
－ i�－k）2

－Σn
i＝1（yi－y

＾
－ i�k）2－Cn （3．2）

其中 Cn 满足条件（2．4）．按如下准则选择模
型：

对于 i＝1�．．．�p �如果 Gcvn （－ k）≤0�则βi＝
0；如果 Gcvn （－k）＞0�则βi≠0． （3．3）

定理3．1　在定理2．1的条件下�按（3．3）选择
的模型强相合于最小的真实模型；在样本容量充分

大时能得到最小的真实模型．
证明与定理2．1的证明相似．（略）

4　结　论

本文针对利用交叉验证准则易于过度拟合线

性模型�通过在交叉验证中增加惩罚函数来解决这
一问题；在一定的假设条件下�新准则确定的模型
强相合于最小的真实模型�并给出一般条件下模型
选择准则．
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Linear Model Selection by Cross-validation

WEN Bin�JIANG Q-i bao

（Department of Mathematics�Southeast University�Nanjing210096�China）

Abstract：We consider the problem of model selection in the classical regression model based on cross-validation with an
add penalty term for penalizing overfitting．Under some weak considers�the new criterion is shown to be strongly consis-
tent in the sense that with probability one�for all large n�the criterion chooses the smallest true model and we extends the
criterion to the general case．
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