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随机环境下的非线性时间序列模型的几何遍历性
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摘要：将对随机环境下的非线性时间序列模型 xt＝（α0＋α1｜xt－1｜rβ＋…＋αp｜xt－ p｜rβ）1／rεt（z t） 进行分析�研究由其决定的迭代
序列的几何遍历性．
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1　模型的引入

一般地�设Ω�h�Pr）是一个概率空间�p 为一正整数�Rp＋记 P维正实数空间�即
Rp＋＝｛z：z＝（z1�z2�…�zp）τ∈Rp�且 z i＞0�i＝1�2�…�p｝（其中“τ”表示向量或矩阵的转置）�B＋p 为 Rp＋

上的 Borelσ－代数．
令 E＝｛1�2�…�e｝令是一个有限集合�F记 E的所有子集生成的σ代数�｛Z（ t）�t≥0｝表示一个定义在

Ω�h�Pr）上的不可约非周期的马氏链�它的状态空间为（E�F）；｛εt（1）｝�…�｛εt（ e）｝是 e 个 i．i．d 的随机变
量序列�其中每一个都是定义在（Ω�h�Pr）上�（Rp＋�B＋p ）以为状态空间的．以下�令 Pij＝Pr（ Zt＋1＝ j｜Zt＝
i）�t≥0�i�j∈E．

定义1　设
xt＝ht1／rεt（z t）
ht＝α0＋α1｜xt－1｜rβ＋…＋αp｜xt－p｜rβ （1）

其中α0＞0�αi＞0�i＝1�2�…�p；0＜β≤1�r＞0．且有
（ i）对∀i∈E�εt（ i）�t≥1是 i．i．d的随机变量�且满足：E［εt（ i） ］＝0�E｜εt（ i）｜r＝1；
（ ii）｛Zt｝�｛εt（1）｝�…�｛εt（e）｝相互独立且∀i∈E�t≥0�Zt＋1�εt＋1（ i）�均与｛Xs�s≤ t｝独立．
则（1）定义的非线性时间序列模型为随机环境下的非线性时间序列模型．

2　主要结论

引理1　在模型（1）中�设对∀i∈E�｛｜εt（ i）｜r｝�t≥1有处处为正的下半连续的密度函数 Φi�则｛（｜xt
｜r�z t）｝是不可约非周期的 Feller链�并且一切具有非零测度的相对紧集均为小集．

证明　不可约性和小集的证明与 Chan和 Tong（1985）和［3］中的证明类似�非周期性由 ［1］引理4．1．6可

第22卷第2期
2005年04月

华 东 交 通 大 学 学 报
Journal of East China Jiaotong University

Vol．22　No．2
Apr．�2005



得．
下面讨论模型（1）的几何遍历性．首先讨论β＝1时的情况�
令 yt＝｜xt｜r�et（z t）＝｜εt（z t）｜r�Yt＝（yt�yt－1�…�yt－p＋1）τ�Bt（Zt）＝（α0et（z t）�0…�0）τ�

At（Zt）＝
α1et（z t）　…　αp－1et（z t）　　αpet（z t）
　　1　　…　　　0　　…　　　0
　　　　⋱　　　　　　　　
　　0　　　…　　1　　…　　　0

则当β＝1时（1）可化为　Yt＝At（Zt）Yt－1＋Bt（Zt） （2）
定义2　设模型（2）有唯一的不变概率分布 F�且对任何的初始状态 Y0＝y�由（2）迭代产生的 Yt 的概率

分布记为 Fx
t．如果存在常数ρ∶0＜ρ＜1�使得 lim

t→∞ρ
－ t‖Fx

t－F‖τ＝0�则称模型（2）为伴随几何遍历的�并称
｛（Yt�Zt）｝为其导出序列．

引理2　模型（2）的导出序列｛（Yt�Zt）｝是定义在（Ω�h�Pr）上�以（Rp＋×E�B＋p ×F）为状态空间的齐次
马氏链．

证明　∀Λ×｛j｝∈B＋p ×F�（y�i）及（ys�is）∈Rp＋×E（0≤ s＜ t）
Pr（Yt＋1∈Λ�Zt＋1＝ j｜Yt＝y�Zt＝ i�Ys＝ys�Zs＝ is�0≤ s＜ t）
＝Pr（At＋1（Zt＋1）Yt＋Bt＋1（Zt＋1）∈Λ�Zt＋1＝ j｜Yt＝y�Zt＝ i�Ys＝ys�Zs＝ is�0≤ s＜ t）
＝Pr（At＋1（ j）y＋Bt＋1（ j）∈Λ�Zt＋1＝ j｜Zt＝ i）＝Pr（At＋1（ j）y＋Bt＋1（ j）∈Λ）Pr（Zt＋1＝ j｜Zt＝ i）
另一方面�Pr（Yt＋1∈Λ�Zt＋1＝ j｜Yt＝y�Zt＝ i）＝Pr（At＋1（ j）y＋Bt＋1（ j）∈Λ�Zt＋1＝ j｜Zt＝ i）
＝Pr（At＋1（ j）y＋Bt＋1（ j）∈Λ）Pr（Zt＋1＝ j｜Zt＝ i）
于是可知｛（Yt�Zt）｝具有马氏性�而由εt＋1（ j）�j∈E的平稳性可知｛（Yt�Zt）｝是齐次的．
注意到关于模型（1）的假设之一是：｛Zt｝是不可约的�从而可知�对（ E�F）上的任一测度λ�｛Zt｝是λ－

不可约的．适当地选取一个测度�仍以λ记之�满足∀i∈E�λ｛i｝＞0于是可以导出一个定义在（Rp＋×E�B＋p
×F）上的测度μp×λ�这里μp 为（Rp＋�B＋p ）上的 Lebesgue测度�使得μp（A）＞0蕴含μp×λ（A×｛j｝）＞0�A
∈B＋p �i∈E．又由引理1可知：

引理3　模型（2）的导出序列｛（Yt�Zt｝是μp×λ不可约和非周期的�并且若 A 为 Rp＋中任一具有非零测
度的相对紧集�则∀i∈E�A×｛i｝是一个｛（Yt�Zt｝的小集．

定理1　在模型（2）中�若有α1＋α2＋…＋αp＜1�且∀i∈E�｛｜εt（ i）｜r｝�t≥1有处处为正的下半连续的
密度函数�则其导出序列｛（Yt�Zt）｝是几何遍历的�而模型（2）本身是伴随几何遍历的．

证明　首先证明｛（Yt�Zt｝是几何遍历的：由引理1及引理2知�在定理给定的条件下�｛（Yt�Zt）｝是一个
μp×λ不可约和非周期的马氏链�且对 Rp＋中任一有非零测度的相对紧集 A�以及∀i∈E�A×｛i｝是一个小
集．

取 g（y�i）＝1＋‖y‖1＝1＋Σpi＝1bi｜yi｜�y∈Rp＋
E［ g（Yt＋1�Zt＋1）｜（Yt�Zt）＝（y�i） ］＝E［ g（Y1�Z1）｜（Y0�Z0）＝（y�i） ］
＝Σ

j∈E
pijE［1＋‖A1（Z1）Y0＋B1（Z1）‖1｜Z1＝ j�（Y0�z0）＝（y�i） ］

＝Σ
j∈E

pijE［1＋‖A1（ j）y＋B1（ j）‖1］＝1＋Σj∈E
pijE［‖A1（ j）y＋B1（ j）‖1］

≤1＋Σ
j∈E

pij（E‖A1（ j）y‖1＋E‖B1（ j）‖1）≤1＋E（b1α0｜e1（ j）｜）＋E｛b1Σpi＝1αie1（ j）｜z i｜＋Σpi＝2bi｜z i－1｜｝
≤C＋（α1＋ b2

b1）b1｜z1｜＋
b1α2＋b3

b2 b2｜z2｜＋…＋ b1αp－1＋bp
bp－1 bp－1｜zp－1｜＋ b1αp

bp bp｜zp｜
≤C＋max1≤ i≤ p

αib1＋bi＋1
bi g（y�i）≤C＋θg（y�i）　　　　（其中θ＝max1≤ i≤ p

αib1＋bi＋1
bi ）

≤ρg（y�i）－［（ρ－θ）g（y�i）－C ］ ①
由①及 g 的定义�存在正实数 K1使当‖y‖1≥K1时�（ρ－θ）g（y�i）－C＞0�取 K＞K1�并令 B＝｛（y�
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i）∶‖y‖1≤K�i∈E｝�则由①知：存在常数 C1＞0�C2＞0使得
E［ g（Yt＋1�Zt＋1）｜（Yt�Zt）＝（y�i） ］≤ρg（y�i）－C1�∀（y�i）∉B
E［ g（Yt＋1�Zt＋1）｜（Yt�Zt）＝（y�i） ］≤C2�∀（y�i）∈B
故由［1］定理4．1．12知�｛（Yt�Zt）｝是几何遍历的．
下证（2）是伴随几何遍历的�由于｛（Yt�Zt）｝具有几何遍历性�故由定义知：存在（Rp＋× E�B＋P×F）上的

概率测度π及常数ρ∶0＜ρ＜1�使得（y�i）∈Rp＋×E�limn→∞ρ－n‖Pn‖（（y�i）�·）－π（·）‖τ＝0 ②
在（Rp＋�B＋p ）上�定义集合函数π∗如下：∀Λ∈B＋p �π∗（Λ）＝π（Λ×E）�显然π∗是（Rp＋�B＋p ）上的概率测

度．设 y∈Rp＋�｛Yt｝是以Y0＝y 为初始值�由（2）确定的迭代序列�于是∀Λ∈B＋p 有
Pr（Yt∈Λ｜Y0＝y）＝Σj∈E

Pr（Yt∈Λ�Zt＝ i｜Y0＝y）
＝Σ

j∈E
Σ
i∈E

Pr｛Yt∈Λ�Zt＝ j｜Y0＝y�Z0＝ i｝Pr（Z0＝ i｜Y0＝y） ③
且π∗（Λ）＝π（Λ×E）＝Σ

j∈E
Σ
i∈E
π（Λ×｛j｝）Pr（Z0＝ i｜Y0＝y│ ④

因 E是一个有限集合�于是由②③④立得 lim
n→∞ρ

－ n‖Pr（Yt∈Λ｜Y0＝y）－π∗（Λ）‖τ＝0 ⑤
又由［2］中定理1．4．1的证明过程知：π是｛（Yt�Zt）｝的不变概率测度�从而由π∗的定义易知π∗是｛Yt｝

的不变概率测度�且π∗的唯一性可由π的唯一性导出．于是由π∗具有的性质及⑤知（2）是伴随几何遍历
的．

下面考虑0＜β＜1的情况：令 yt＝In｜xt｜r�et（z t）＝ In｜εt（z t）｜r

则（1）可变为：yt＝In（α0＋α1eβyt－1＋…＋αpeβyt－p）＋ et（z t） （3）
令 Yt＝（yt�…�yt－p＋1）τ�ξt（Zt）＝（et（z t）�0�…�0）τ�T（Yt）＝（In（α0＋Σpi＝1αieβyt＋1－ i�yt�…�yt－p＋2）τ�
则上式又可变形为：Yt＝T（Yt－1）＋ξt（Zt） （4）
与β＝1的情况类似可得：模型（4）导出序列｛（Yt�Zt）｝是一个定义在（Ω�h�Pr）上�以（Rp＋×E�B＋p ×F）

为状态空间的齐次马氏链�且｛（Yt�Zt）｝是μp×λ不可约和非周期的�并且若 A 为 Rp＋中任一具有非零测度
的相对紧集�则∀i∈E�A×｛i｝是一个｛（Yt�Zt）｝的小集．

定理2　当0＜β＜1时�模型（4）的导出序列｛（Yt�Zt）｝是几何遍历的�从而（4）是伴随几何遍历的．
证明　先证｛（Yt�Zt）｝的几何遍历性：由引理1及引理2知�在定理给定的条件下�｛（Yt�Zt）｝是一个μp×

λ不可约和非周期的马氏链�且对 Rp＋中任一有非零测度的相对紧集 A�以及∀i∈E�A×｛i｝是一个小集．
令 g（y�i）＝max1≤ i≤ p

｜yi｜＝‖y‖∞�y＝（y1�y2�…�yp）τ�并令（Wt�Zt）＝（Ypt�Zpt）
则 E［ g（Wt＋1�Zt＋1）｜（Wt�Zt）＝（y�i） ］＝E［ g（W1�Z1）｜（W0�Z0）＝（y�i） ］＝

E［ g（Yp�Zp）｜（Y0�Z0）＝（y�i） ］
又因为　｜In（α0＋Σpi＝1αieβyi｜≤βmax1≤ i≤ p

｜yi｜＋C ⑥
由（3）和⑥知｜z1｜≤ e1（z1）｜＋βmax｛｜z0｜＋…＋｜z1－p｜｝＋C≤｜e1（z1）｜＋βg（Z0�i）＋C；
依次类推�有｜zp｜≤ ep（zp）｜＋C＋β（｜ep－1（zp－1）｜＋C＋…＋βp－1（｜e1（z1）｜＋C）＋βg（Z0�i）
因此�E［ g（Yp�Zp））｜（Y0�z0）＝（y�i） ］＝Σ

j∈E
ppijE［ g（Yp�Zp）｜Zp＝ j�（Y0�Z0）＝（y�i） ］

＝Σ
j∈E

ppijE［ g（Yp�j）｜（Y0�Z0）＝（y�i） ］＝Σ
j∈E

ppijE［max｛｜z1｜�…｜zp｜｝｜（Y0�Z0）＝（y�i） ］
≤E｜ep（zp）｜＋C＋β（E｜ep－1（zp－1）｜＋C）＋…βp－1（E｜e1（z1）｜＋C）＋βg（y�i）
（令 C′＝E｜ep（zp）｜＋C＋β（E｜ep－1（pp－1）｜＋C）＋…＋βp－1（E｜e1（z1）｜＋C）＞0）
＝C′＋βg（y�i）≤λg（y�i）－［（λ－β）g（y�i）－C′］ ⑦
由⑦及 g 的定义�存在正实数 K1使当‖ y‖∞≥K1时�（λ－β） g（ y�i）－C′＞0�取 K＞K1�并令 B＝

｛（y�i）∶‖y‖∞≤K�i∈E｝�则由⑦知：存在常数使得 C1＞0�C2＞0使得
故由［1］定理4．1．12知｛（Wt�Zt）｝＝｛（Ypt�Zpt）｝是几何遍历的�所以由 ［1］定理4．1．13�｛（Yt�Zt）｝是几

何遍历的�于是定理所述的前一部分得证．与定理1中证明类似�可得结论中后一部分的证明．
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The Geometric Ergodicity of a Non-linear Time Series Model under
the Random Environment

WANG Yun-yan�YU Zheng

（School of Math．Sciences and Technology�Changsha410075�China）

Abstract：In this paper we consider the non-linear time series model under the random environment�xt＝（α0＋α1｜xt－1
｜rβ＋…＋αp｜xt－p｜rβ）1／rεt（z t） We discuss the geometric ergodicity of the iterative sequence defined by this model．
Key words：Markov chains；non-linear time series；random environment；adjoint geometric ergodicity．
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