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Bland规则的一点改进
廖宇波
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摘要：用单纯形法求解线性规划问题时�可能出现循环现象．为此�R．G．Bland在1976年提出了一个处理办法．本文对其作了一
点改进�以使得迭代效率更高．
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1　引　言

线性规划问题的单纯形方法是1947年由 G．B．
Dantzig首先提出�其方法简介如下：

设给定的标准形式线性规划问题为

mins＝ cx
Ax＝b
x≥0 �

A＝（ aij）m× n的秩为 m�又有 n≥m≥1求解此
问题的单纯形法的步骤归结如下：

第一步：对于一个已知的可行基 B＝（ Pj1�Pj2�
…�Pjm�写出 B对应的规范形式以及 B 对应的基础
可行解 x（0）B ＝B－1b＝（b10　…　bm0）T．

第二步：检查检验数．如果所有的检验数满足
λj≤0�（j＝1�2�… n）�则相应的基础可行解就 x（0）

是最优解�计算结束．否则转下一步．
第三步：如果有检验数λr＞0�而且 B－1pr＝

（b1r�b2r�…�bmr）T≤0．则问题无最优解�计算结束．
否则转下一步．

第四步：如有检验数 λr ＞0�且（ b1r�b2r�…�
bmr）T 中有正数�则取 xr 为进基变量（若有多个正检

验数�为了提高迭代效率通常选取最大的检验数�
这种方法称为取最大检验数规则）�并求最小比值

min bi0
bir｜bir＞0 ＝Bs0

bsr�由此确定 xjs为离基变量然后

用 pr 代替 pjs�得到新基 B
－
�再转下一步．

第五步：求出新基 B
－
对应的规范形式以及 B

－
对

应的基础可行解 x（1）B－ ＝B
－－1b．然后�以 B

－
代替 B�以

x（1）B－ 代替 x（0）�并且返回第二步．
对于非退化的线性规划问题�使用上述迭代中取

最大检验数规则的单纯形法�经过有限步迭代�必能
求得最优解或判定问题无最优解．但是对于退化的线
性规划问题�就不宜用了�因为可能出现基的循环现
象．1951年�A．J．Hoffman首先构造出一个在迭代中出
现循环的例子．1955年�E．M．L．Beale 构造了一个更
简单的在迭代中出现循环的例子．［1］．

为了避免出现“死循环”�1976年�R．G．Bland给
出了一种避免循环的办法．他证明：按如下两条规
则去做�可以避免计算中的循环．［2］

规则1　当有多个检验数是正数时�选对应变
量中下标最小者作为进基变量．

规则2　当有多行的比值 bi0
bir同时达到最小比值
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时�选对应基变量中下标最小者为离基变量．
其中�确定离基变量的规则2和前面的规则一

致；只是确定进基变量不是使用取最大检验数规
则�而是使用规则1．Bland规则的优点是简便易行�
但是�由于它只考虑最小下标�不考虑目标函数值
下降的快慢�因此具体计算时�它的迭代次数一般
要比取最大检验数规则要多．

2　Bland规则的改进

定理1　设线性规划问题有最优解�用单纯形
法迭代到某步出现退化的基础可行解�但是还未达
到最优�并且此退化的基础可行解只有一个基变量
取0值．则这个退化的基础可行解在以后的迭代过
程中（即使使用取最大检验数规则确定进基变量）
必然不会再出现．

证明　首先假设该步对应的基为 B＝（pj1�pj2�
…�pjm）�对应的基础可行解为 x（0）�对应的单纯形表
＝T（B）＝ cBB－1b　cBB－1A－c

B－1b　　B－1A ．
相应的规范形式为

min s＝ s（0）－ Σ
j≠ j1�j2… jm

λixj
xji＋ Σ

j≠ j1�j2… jm
λjxj＝bi0　（ i＝1�2�…m）

xj≥0　　　（ j＝1�2�…m）
此时 bi0（ i＝1�2�…�m）中仅有一个取0值�不

妨设 bs0＝0�其余 bi0＞0．在以后的迭代过程中�由
于目标函数值会下降�所以只要离基变量所在的行
不是第行�会转移．而且�由于迭代中目标值不会上
升�x（0）就不会再出现．因此�如果结论不成立�则只
可能是以下情形：在以后的迭代中�每次离基变量
所在的行都是第行�因而每次的进基变量就是下一
次的离基变量．这种变量只可能在集合｛xj｜j＝ j1�j2
… jm｝∪｛xjn｝中�由于其个数有限�如果出现循环�
则必有其中某变量 xq 离基后又进基．设 xq 作离基

变量时对应的单纯形表为 T（Bt）�同时设该表中的
进基变量为 xr．则有该表中 b（ t）sq ＝1�且λ（ t）

q ＝0�b（ t）sr
＞0�λ（ t）

r ＞0
设 xq 作进基变量时对应的单纯形表为 T

（Bt＋k）�则应有λ（ t＋k）
q ＞0（因为此时还没有达到最

优）．从 T（Bt）出发迭代得到 T（Bt＋k）．则有

b（ t＋1）
sq ＝ b（ t）sq

b（ t）sr
＞0�λ（ t＋1）

q －λ（ t）
r b（ t＋1）

sq ＜λ（ t）
q ＝0

依此递推可得 b（ t＋k）
sq ＞0�λ（ t＋k）

q ＜0�这与
λ（ t＋k）
q ＞0矛盾．故结论成立．证毕．
当出现退化情形时�从定理1中我们可以得到：

只要此退化的基础可行解只有一个基变量取0值�仍
然可以使用取最大检验数规则而不会出现循环．因此
可以对 Bland规则1进行修改�以提高迭代效率．

改进规则1　当有多个检验数是正数时�若相
应的基础可行解最多只有一个基变量取0值�则使
用取最大检验数规则来确定进基变量；若相应的基
础可行解有多于一个基变量取0值�则使用 Bland
规则1来确定进基变量．

3　结束语

长期的实际应用表明：使用取最大检验数规则
迭代效率较高�但是会发生循环现象；而使用 Bland
规则虽然可避免循环�但是迭代效率低．为了弥补
两者各自的缺陷�本文提出了改进规则1�而且从理
论上证明了此处理办法既可以避免循环�又比
Bland规则迭代效率要高．因此�上述改进在教学和
手工计算过程中有重要的意义．
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Abstract：Recurring phenomenon probably occurs when we use simplex method to solve linear programming problem and
meet degeneration ．In1976�Bland came up with a method to avoid recurrence ．In this paper I made a little improvement
on it �making it less repeated than Bland method in theory and more easily realized in hand．
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