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局部对称共形平坦伪黎曼流形的2－调和类空子流形
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摘要：讨论局部对称共形平坦伪黎曼流形的2－调和类空子流形�得到这类子流形成为极大的二个充分条件�推广了文 ［2］中
的结论．
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　　设 Nn＋p
p 是指标为 p 的 n＋p 维伪黎曼流形�Mn

为 n维黎曼流形�f：M→N是等距浸入．若 f 是2－
调和映照［2］�称 M 是的2－调和类空子流形．本文
证明了以下2个定理．

定理 A　设 Mn是局部对称共形平坦伪黎曼流

形Nn＋p
p 中具有平行平均曲率的 n 维2－调和类空

子流形�S 表示 Mn 的第二基本形式模长的平方�R
与 r分别表示Nn＋p

p 的Ricci曲率的上、下确界�K表
示 Nn＋p

p 的数量曲率．若有下列之一成立

（1） K
n＋p－1－2r≤0 （1．1）

（2）S＜ n
n＋p－2（ K

n＋p－1－2R） （1．2）

则 Mn是极大的．
定理 B　设 Mn是局部对称共形平坦 Lorentz 流

形 Nn＋11 的紧致2－调和类空超曲面�且 Nn＋11 的

Ricci曲率的上确界 R＜0．若 Mn的第二基本形式模

长的平方 S＜－R�则 Mn是极大的．
当 Nn＋p

p ＝Nn＋p
p （c）时�R＝ r＝（ n＋p－1） c�K

＝（ n＋p）（ n＋p－1） c�定理 A 与 B分别推广了 ［2］
中的推论3．2与定理4．1．

本文对各种的指标范围规定如下：1≤A�B�C�
D�E．．．≤ n＋p；1≤ i�j�k�l�m．．．≤ n；n＋1≤α�

β�γ．．．≤ n＋p；不声明时�Σ表示对重复指标求和．
在 Nn＋p

p 上选取局部标准正交标架场｛eA｝�使得限
制在 Mn上�｛ei｝与 Mn 相切．设｛ωA｝是｛eA｝的对偶
标架场�｛ωAB｝是 Nn＋p

p 的联络形式．调整顺序后有

ds2＝ΣεA（ωA）2�其中εA＝ 1　　1≤A≤ n
－1　 n＋1≤A≤ n＋p．

将这些形式限制在 Mn上�有
ωα＝0�ωia＝Σhαijωj�hαij＝hαji （1．3）

η＝－Σhαijωiωjeα�h＝－1
nΣ（Σhαii） eα （1．4）

Rijkl＝Kijkl－Σ（hαikha
jl－hαilhαjk （1．5）

Rαβkl＝Kαβkl＋Σ（hαikhβil－hαilhβik） （1．6）
其中η�h�Rijkl�Rαβkl分别表示 Mn 的第二基本

形式�平均曲率向量�曲率张量分量和法曲率张量
分量．定义．S＝‖η‖2�H＝‖ h‖．若 H＝0�称 Mn

为极大的．跟随［3］�定义 Hα
ijk及 hαijkl分别为 hαij的共变

导数�则有
hαijk－hαikj＝－Kαijk （1．7）
hαijkl－hαijlk＝ΣhαmiRmikl＋ΣhαmjRmikl＋ΣhβijRαβkl

（1．8）
将 Kαijk看作是 T⊥ M⨂T∗ M⨂T∗ M⨂T∗ M的

截面的分量�定义 Kαijkl为它的共变导数的分量：
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ΣKαijklωl＝dKαijk－ΣKαmjkωmi－ΣKαimkωmj－ΣKαijm

ωmk＋ΣKβijkωβα （1．9）
KABCD的共变导数 KABCD�E�限制在 Mn上有

Kαijk�l＝ Kαijkl＋ΣKαβjkhβil＋ΣKαiβkhβjl＋ΣKαijβhβkl＋
ΣKmijkhαml （1．10）

Nn＋p
p 为局部对称的�即

KABCE�E＝0 （1．11）
Nn＋p

p 是共形平坦的�所以

KABCD＝ 1
n＋p－2（εAδACKBD－εAδADKBC ＋εBδBD

KAC－εBδBCKAD）－ K
（ n＋p－2）（ n＋p－1）εAεB（δACδBD

－δADδBC） （1．12）
其中 KAC＝ΣεBKABCB是 Ricci 张量的分量�K＝

ΣεAKAA是数量曲率．由（1．11）�K是常数．
为了证明定理�需要下面引理
引理［2］　Mn为 Nn＋p

p 的2－调和类空子流形的
充要条件为

Σ（2hβjjkhβkl＋hβklkhβjj－hβjjKβkkl）＝0�∀l （1．13）
Σ（hαjjkk＋hβjjhβklhαlk＋hβjjKαkkβ）＝0�∀α （1．14）
定理 A的证明　由假设�Σhαjjk＝0�故（1．14）为
Σhβjjhβklhαkl＋ΣhβjjKαkkβ＝0�∀α （1．15）
假定 H≠0�选取 en＋1平行于 h�使得Σhαii＝0（α

＞ n＋1）�Σhn＋1
ii ＝ nH

则 （1．15）化为
Σhn＋1

jj hn＋1
kl hαkl＋Σhn＋1

jj Kαkkn＋1＝0（α＞ n＋1）
（1．16）

Σ（hn＋1
kl ）2＋ΣKn＋1kkn＋1＝0 （1．17）

由（1．17）和（1．12）有

Σ（ hn＋1
kl ）2＝ 1

n＋p－2［ nk
n＋p－1＋ nKn＋1n＋1－

ΣKii ］ （1．18）
所以

Σ（hn＋1
kl ）2≤ n

n＋p－2 K
n＋p－1－2r （1．19）

（1）若（1．1）成立�则（1．19）推出 Hn＋1
kl ＝0�与假

设 H≠0矛盾！
（2）若（1．2）成立�注意到 Kn＋1n＋1≥－R�Kii≤

R�则

Σ（ hn＋1
kl ）2≤ S ＜ n

n＋p－2 K
n＋p－1－2R ≤

1
n＋p－2 nK

n＋p－1＋ nKn＋1n＋1－ΣKii

与（1．18）矛盾．定理 A 得证．
定理 B的证明：现在 Mn是超曲面�α＝β＝ n＋

1．由（1．14）有
△H＝H（Kn＋1n＋1－S）
所以

12△H2＝｜ᐁH｜2＋H2（Kn＋1n＋1－S） （1．20）

由假设得

Kn＋1n＋1－S≥－R－S＞0
因此（1．20）右端非负�H2是下调和函数．由 Mn

紧致�故（1．20）右端为0�从而 H＝0．
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2-Harmonic Spacelike Submanifolds in a Locally Symmetric
and Conformally Flat Pseudo-Riemannian Manifold

WU Ze-jiu

（School of Natural Science�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract：In this paper�we discuss the2-harmonic spacelike submanifolds in a locally symmetric and conformally flat
pseudo-riemannian manifold and get two sufficient conditions under which Mn turns into a maximal submanifold�and the
results in ［2］ are improved．
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