
收稿日期：2005－04－18
基金项目：江西省自然科学基金资助课题（0311047）
作者简介：汤鹏志（1961－）�男�江西九江人�副教授．

文章编号：1005－0523（2005）04－0149－03

关于图的主控制数

汤鹏志

（华东交通大学 基础科学学院�江西 南昌330013）

摘要：设γmaj（G）表示一个图 G的主控制数�g（ n�δ）＝min｛γmaj（G）|G为一个 n阶图且δ（G）＝δ｝对于所有整数 n和δ（n＞
δ≥1）�本文确定了 g（ n�δ）的值．此外�还给出了图的主控制数的另一个下界�这也推广了文 ［1］ 中的一个结果．
关　键　词：主控制函数；主控制数
中图分类号：O157．5　　　　　　文献标识码：A

　　 本文所指的图均为无向简单图�文中未说明的
符号和术语同于文献［1、7］．
设 G ＝ （V�E） 为一个图�其顶点集 V ＝

V（G） 和边集 E ＝ E（G）�对于任意 u∈ V（G）�则
为 NG（ u） 为 u 点在 G 中的邻域�NG ［ u］ ＝
NG（ u）U｛u｝为 u点在G中的闭邻域�在不混淆情况
下�NG（ u）和 NG（ u）可分别简记为 N（ u）和 N［ u］．
若 A、B⊆ V�则记 E（A�B） ＝｛uv ∈ E|u∈ A�v
∈ B｝．若 G和H是两个不交的图�则 G＋ H表示将
G的每个顶点邻接H的每个顶点所得的图G表示图
G的补图．δ（G）和Δ（G）分别为图 G的最小度和最
大度．
对于一个实值函数 f：V → R 和一个子集 S ⊆

V�则记 f（S） ＝∑
u∈S
f（ u）．对于任意 v ∈ V（G）�则 f

（N［ v ］） 可简记为 f ［ v ］．此外�f （v） 称为 v 点在 f
下的标号．

定义1　［1～2］　设 G ＝ （V�E）为一个 n阶
图�一个双值函数 f：V→｛－1�1｝如果满足条件：V
中至少有「n2? 个顶点 v使得f ［ v ］ ≥1成立�则称 f为
图 G的一个主控制函数�图 G的主控制数定义为
γmaj（G） ＝ min｛f（V）| f 为图 G 的主控制函
数｝．

对于图的主控制数�目前已经确定了某些特殊
图的主控制数 ［1～3］�如路、星、圈、完全图和完全
二部图等．文［1～2］中也给出了关于正则图主控制
数的一个下界�即

引理1　［1～2］　对于任意 n阶 r－正则图 G�
则其主控制数

γmaj（G）≥
1－ r2r＋2 n　当 r为奇数时

－ r2r＋2 n　当 r为偶数时

并且此下界是最好可能的．
在本文中�我们确定了最小度为δ的所有 n阶
图的最小主控制数�并且联系到图的最小度和最大
度�给出了 n阶图的主控制数的一个下界�推广了引
理1的结果．

定理1　令 G（ n�δ）＝min｛γmaj（G）|G为一个
n阶图且δ（G） ＝δ｝�则对于所有整数 n和（ n ＞δ
≥1）�均有

g（ n�δ） ＝2「δ＋22 ?－ n．
证明　证明过程分为两步：
第一步证明：对任意 n阶图G�若δ＝δ（G）则

γmaj（G）≥2「δ＋22 ?－ n．
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设 f 是图G的一个主控制函数�且使得γmaj（G）
＝ f（V）�由主控制函数的定义知�V 中至少有一个
顶点 v 使得 f ［ v ］ ＝ ∑

u∈N［ v］
f（ u）≥1�注意到|N［ v ］

|＝ d（v） ＋1≥ δ＋1�从而 N［ v ］ 中至少有
「δ＋22 ? 个顶点在 f下的标号为＋1�即 V中至多有n
－「δ＋22 ? 个顶点在 f 下的标号为－1�故有

γmaj（G）＝ f（V）≥「δ＋22 ?－（n－「δ＋22 ? ）＝
2「δ＋22 ?－ n．第一步证毕．
第二步证明：对任意整数 n和（ n ＞δ≥1）�存
在 n阶图G使得δ＝δ（G）且γmaj（G）＝2「δ＋22 ?－
n成立．
情况1　当δ＝1时�图 G构造如下：V（G） ＝

｛v1�v2�．．．�vn｝�
E（G）＝｛v1v2�v3v1｝U｛v iv j｝＝4�5�．．．�n�j＝

1�2｝
定义 f如下：f（v1）＝ f（v2）＝1并且 f（v i）＝－

1（ i ＝3�4�．．．�n）．注意到δ＝δ（G）＝ d（v3）＝1�
不难验证�f为图G的一个主控制函数�且 f（V） ＝2
－（2－ n） ＝2「δ＋22 ?－ n�由主控制数的定义知
γmaj（G） ≤ f（G）�由上述已得的下界�我们有
γmaj（G） ＝2「δ＋22 ?－ n．

情况2　当δ＝2时�
若 n＝3�则 G＝ K3为完全图�显然γmaj（K3）＝

1�定理成立．
若 n≥4�取 G ＝ K2�n－2＝（V1UV2�E）为完全
二部图�其中|V1|＝2�|V2|＝ n－2．定义 f如下：
当 v∈ V1时 f（v）＝1�当 v∈ V2时 f（v）＝1．
不难验证�f为图G的一个主控制函数�且 f（V） ＝2
－（2－n）＝2「δ＋22 ?－n．因此与情况1同样得到：
γmaj（G） ＝2「δ＋22 ?－ n．

情况3　当δ≥3且δ为偶数时�如果δ＝ n－
1�则 G 为奇数阶完全图�显然�γmaj（Kn） ＝1＝
2「δ＋22 ?－ n．下设δ≤ n－2�令 t ＝δ＋22 �

（3．1） 若 t为偶数或者 n为奇数；令 H为一个 n
－ t阶 t－2度正则图�G＝ Kt＋H�可见δ（G）＝δ．
定义 f如下：当 v∈V（Kt）时 f（v）＝1�当 v∈V（H）
时 f（v） ＝－1．可见对于每个 v ∈ V（H）�均有 f ［ v ］

＝ t－（t－1） ＝1并且|V（H）|＝ n－ t≥「n2? ．
因此�f为图G的一个主控制函数�且 f（V）＝ t－（n

－ t） ＝2「δ＋22 ?－ n�故与情况1同样得到γmaj（G）
＝2「δ＋22 ?－ n．
（3．2）若为奇数并且 n为偶数；当 n＝δ＋2时�
取 G 为 Kn 中去掉一个完美匹配 M ＝｛u1v1�
u2v2�．．．�un2�v n2｝所得的图．定义 f 如下：f（ ui） ＝

1�f（v i） ＝－1（ i ＝1�2�．．．�n2）�f 为图G的一个主
控制函数�且 f（V） ＝0�即有γmaj（G）＝2「δ＋22 ?－
n．当 n≥δ＋4时（注意到 n和δ均为偶数）�令 G＝
Kt－1＋（H＋ K2�其中 H为一个 n－ t－1阶δ－（t
＋1） ＝δ－42 度正则图．记 V（K2） ＝｛u1�u2｝�定义
f 如下：f（ u1） ＝1�f（ u2） ＝－1；当 v ∈ V（Kt－1）时
f（v）＝1；当 v∈V（H）时 f（v）＝－1．可见δ（G）＝
δ�且不难验证：f为图G的一个主控制函数�且 f（V）

＝ t － （n － t） ＝「δ＋22 ?－ n�即有 γmaj（G） ＝
2「δ＋22 ?－ n．

情况4　当δ≥3且δ为奇数时；此时令 t ＝
「δ＋22 ? ＝「δ＋32 ? ．
如果 n ＝δ＋1；则 G为偶数阶完全图�显然有

γmaj（Kn） ＝2＝2「δ＋22 ?－ n．
如果 n ＝δ＋2；此时 n为奇数�取 G为 Kn中
去掉 n－12 条独立边集 M＝｛u1v1�u2v2�．．．�un－12 �
v n－12
｝所得的图．定义 f 如下：f（v i） ＝－1（ i ＝1�

2�．．．�n－12 �对其它顶点 v�均定义 f（v）＝1�可见
f 为图G的一个主控制函数�且 f（V）＝1＝2t－ n�
即有γmaj（G） ＝「δ＋22 ?－ n．
下设 n≥δ＋3；
（4．1）当 n为偶数或者 t为奇数时�注意到 t≥

3．令 G ＝ Kt＋H�其中 H为一个 n－ t阶 t－3度正
则图�可见δ（G）＝δ．定义 f如下：当 v∈V（Kt）时
f（v） ＝1�当 v ∈ V（H）时 f（v） ＝－1．可见对于每
个 v∈ V（H）�均有 f ［ v ］ ＝ t－（t－1）＝1�注意到
n≥δ＋3＝2t�即|V（H）|＝ n－ t≥「n2? ．因此�
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f 为图G的一个主控制函数�且 f（V） ＝ t－（n－ t）

＝2「δ＋22 ?－ n�故有γmaj（G） ＝2「δ＋22 ?－ n．
（4．2）当 n为奇数并且为偶数时�注意到此时 t

≥4．
令：G ＝ Kt－1＋（K2＋H）�其中 H为一个 n－ t

－1阶 t－4度正则图�可见δ（G）＝δ．定义 f如下：
K2中的两个顶点在 f 下的标号分别为＋1和－1�
Kt－1中每个顶点在 f下的标号均为＋1�H中每个顶
点在 f下的标号均为－1�可见 f为G的主控制函数．
且 f（V） ＝2t－ n＝2「δ＋22 ?－ n�即有γmaj（G） ＝
2「δ＋22 ?－ n．综合情况1～4�第二步证毕．
至此�定理1证毕．

定理2　对于任意 n阶图G�若Δ＝Δ（G）和δ
＝δ（G）分别表示图 G的最大度和最小度�则

γmaj（G）≥2「「
δ＋22 ?·「n2?
Δ＋1 ?－ n
并且此下界是最好可能的．

证明　设 f 是图G ＝ （V�E）的一个主控制函
数�且使得γmaj（G） ＝ f（V）．
令 A＝｛v∈V|f（v）＝1｝�B＝｛v∈V|f（v）

＝－1｝�|A|＝ t 则|B|＝ n－t�并且因此γmaj（G）
＝ t－（n－ t） ＝2t － n．
令 C ＝｛v∈ V|f ［ v ］|≥1｝�由主控制函数的定义
知|C|≥「n2?－ n．对于每个 u∈ C�由于 f ［ u］ ≥
1�故 N［ u］中至少「δ＋22 ? 个顶点在 f下的标号均为
＋1．因此�令 P（ u） ＝| N［ u］ ∩ A|�我们有

∑
u∈C
P（ u）≥「n2?「δ＋22 ? ．另一方面�在 f 下的标号
为＋1的每个顶点至多在Δ＋1个不同的闭邻域中�
从而（Δ＋1） t ≥∑

u∈V
P（ u） ≥∑

u∈C
P（ u）�即有 t ≥

「n2?「δ＋22 ?
Δ＋1 �注意到 t为整数�并且γmaj（G）＝2t－

n．因此�定理2给出的下界成立�并且此下界是最好
可能的（见以下注1）．定理2证毕．
注1：在定理2中�特殊地令Δ＝δ＝ r时�则 G为 n阶

r－正则图�并注意到当 r为奇数时 n为偶数�不难得到引理
1给出的下界�由于引理1的下界是最好可能的�故定理2给
出的下界是最好可能的．定理2当然也是引理1的重要推广．
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On Majority Domination Numbers of Graphs

TANG Peng-zhi
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Abstract： Let γmaj（G） be the majority domination number of a graph G�g（ n�δ）＝min｛γmaj（G）｝|G is a graph of or-
der n withδ（G）＝δ｝．In this paper we determine the exact value of g（ n�δ） for all integers n andδ（n＞δ≥1）�and
give a lower bound of the majority domination numbers of graphs�which generalize a result of ［1］．
Key words：majority dominating function；majority domination number．
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