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摘要：关于圈和扇的联图 Cm ∨ Fn�本文得到了在 m�n不同取值情况下的全色数．
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1　引　言

具有重要的实际意义和理论意义的图的染色

问题�是图论研究的主要内容之一�图的染色的基
本问题就是确定其各种染色法的色数．已经公认�
确定图的有关色数是一个十分困难的问题�图的全
染色［1－3］ 猜想已有40年�但是所知结果甚少．本文
给出了圈 Cm 与扇 Fn的联图的全色数．

2　相关定义及引理

定义1［1－2］　 对图 G（V�E） 的映射 f：E
f

｛1�2�…�k｝�若满足任意相邻的边 e�e′有 f（ e） ≠
f（e′）�则称 f为G的一个k－正常边染色法�简记作
k－PEC of G�而

χ′（G） ＝min｛k|k－PEC of G｝
称为 G的边色数．

定义2［1］　对图 G（V�E）的映射 f：｛V�E｝
f

｛1�2�…�k｝�若满足下列条件：
1）∀u�v ∈ V�uv ∈ E�且 u ≠ v�有 f（ u） ≠

f（v）；
2）∀uv�uw ∈ E�v ≠ w�有 f（ uv） ≠ f（ uw）；
3）∀u�v ∈ V�uv ∈ E�且 u ≠ v�有 f（ u） ≠

f（ uv）�f（v） ≠ f（ uv）．
则称 f为G的一个k－全染色法�简记作k－TC of G�
而

χT（G） ＝min｛k|k－TC of G｝
称为 G的全色数．
显然有χT（G） ≥Δ（G）＋1�其中Δ（G）表示 G

的最大度数．
定义3［2］　设图 G 与 H 有：V（G） ∩ V（H） ＝

∅；E（G） ∩ E（H） ＝ ∅．若 G∨ H满足：
1）V（G ∨ H） ＝ V（G） ∪ V（H）；
2） E（G ∨ H） ＝ E（G） ∪ E（H） ∪｛uv|u ∈

V（G）�v ∈ V（H）｝．
则称 G ∨ H为G与H的联图．

猜想1［1－2］　对简单图 G�有χT（G）≤Δ（G）＋
2．

引理1［1］　对 n阶完全图 Kn�有

χT（Kn） ＝ n�　 n ≡1（mod2）；
n ＋1�　 n ≡0（mod2）．
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引理2［1］　 若 H 是 G 的子图�则有χT（ H） ≤
χT（G）．

引理3［4］　对简单图 G�若 G ［ VΔ］ 无圈�则有
χ′（G） ＝Δ（G）．
其中 VΔ＝｛v|d（v） ＝Δ�v ∈V（G）｝�E（G［VΔ］ ＝
｛uv| d（ u） ＝ d（v） ＝Δ�uv ∈ E（g）｝．

文中未加述及的术语、记号可参见［1－5］．

3　主要结论及其证明

在以下的讨论中�记 m阶圈Cm ＝ u1u2… umu1�
（m ≥3）．记 n＋1阶扇 Fn：V（Fn） ＝｛v i|i ＝0�1�
2�…�n｝；E（Fn） ＝｛v0v i|i ＝1�2�…�n｝∪｛viv i＋1
| i ＝1�2�…�n －1｝�（ n ≥2）．

定理1　当 m ＞ n ＝2时�对 Cm 有∨ F2有
χT（Cm ∨ F2） ＝ 　7�　m ＝3；

m ＋3�m ≥4．
证明　以下分三种情形对本定理予以证明．
Case1：当 m ＝3时．则 C3∨ F2＝ K6�由引理

1知此时结论成立．
Case2：当 m ＝4时．易见Δ（C4∨ F2） ＝6�则

有χT（C4∨ F2） ≥7．又因 C4∨ F2是 K7的一个子
图�则由引理1和引理2知χT（C4∨ F2） ≤χT（K2）
＝7．从而得χT（C4∨ F2） ＝7�所以此时结论成立．

Case3：当 m ≥5时．设匹配集 M ＝｛v0u2�
v1v2｝�定义图 G∗为：

1）V（G∗） ＝ V（Cm ∨ F2） ∪｛w｝；
2） E（G∗） ＝ E（Cm ∨ F2＼M） ∪｛wv0�wv1�

wv2�wu2｝∪｛wui| i ＝4�5�…�m｝．
则 VΔ（G∗） ＝｛v0�v1�v2｝�且 G∗最大度点的导出图
G ［ VΔ］ ＝ v1v0v2是3阶路．从而由引理3知：

χ′（G∗） ＝ Δ（G∗） ＝ m ＋2．
令 f1为 G∗的一个（m＋2）－PEC法�在 f1的基

础上对 Cm ∨ F2作映射 f2为：
f2（v i） ＝ f1（wv i）�i ＝ 0．1�2；　 f2（ u2） ＝

f1（wu2）；　 f2（ ui） ＝ f1（wui）�　 i ＝4�5�…�m．
令 f3 ＝ 为：　 f3（v1v2） ＝ f3（v0u2） ＝ m ＋3；

f3（ u1） ＝ f3（ u3） ＝ m ＋3
从而将 f1�f2�f3合在一起�恰好构成 Cm ∨ F2

的一个（m ＋3） －TC法�所以此时结论成立．
综上所述�定理为真．
定理2　当 n ＝3时�对 Cm ∨ F3有χT（Cm ∨

F3） ＝ m ＋4．

证明　以下分三种情形对本定理予以证明．
Case1：当 m ＝3时．易见Δ（C3∨ F3） ＝6�则

有χT（C3∨ F3） ≥7．又因 C3∨ F3是 K7的一个子
图�则由引理1和引理2知χT（C3∨ F3） ≤χT（K7）
＝7．从而得χT（C3∨ F3） ＝7�所以此时结论成立．

Case2：当 m ＝4时．易见Δ（C4∨ F3） ＝7�则
χT（C4∨ F3） ≥8�为了证明结论成立�仅需给出 C4
∨ F3的一个8－TC法．令 f 为：

f（ u2） ＝ f（ u4） ＝ f（v0v3） ＝ f（ u1v2） ＝1；
f（ u1） ＝ f（ u3） ＝ f（v0v2） ＝ f（ u2v3） ＝ f（ u4v1）

＝2；
f（v1） ＝ f（v2v3） ＝ f（ u2u3） ＝ f（ u4v0） ＝3；
f（v3） ＝ f（ u1v0） ＝ f（ u2v2） ＝ f（ u3v1） ＝4；
f（ u1v1） ＝ f（ u2v0） ＝ f（ u3v2） ＝ f（ u4v3） ＝5；
f（ u1v3） ＝ f（ u2v1） ＝ f（ u3v0） ＝ f（ u4v2） ＝6；
f（v2） ＝ f（v0v1） ＝ f（ u4u1） ＝ f（ u3v3） ＝7；
f（v0） ＝ f（v1v2） ＝ f（ u1u2） ＝ f（ u3v4） ＝8．
由此可见�f 是C4∨ F3的8－TC法�所以此时

结论成立．
Case3：当 m ≥5时．设匹配集 M ＝｛v0v2｝�定

义图为 G∗

1）V（G∗） ＝ V（Cm ∨ F3） ∪｛w｝；
2） E（G∗） ＝ E（Cm ∨ F3＼M）∪｛wv0�wv2｝∪

｛wui| i ＝1�2�．．．�m｝．
则 VΔ（G∗） ＝｛v0�v2｝�且 G∗ 最大度点的导出图
G ［ VΔ］ 的边集 E（VΔ） ＝ ∅．从而由引理3知：

χT（G∗） ＝Δ（G∗） ＝ m ＋3．
令 f1为 G∗的一个（m＋3）－PEC�在 f1的基础上对
Cm ∨ F3作映射 f2为：

f2（v0＝ f1（wv0）；　 f2（v2） ＝ f1（wv2）；
f2（ ui） ＝ f1（wui）�i ＝1�2�…�m．

令 f3为　 f3（v0v2） ＝ f3（v1） ＝ f3（v3） ＝ m ＋4．
从而将 f1�f2�f3合在一起�恰好构成 Cm ∨ F3

的一个（m ＋4） －TC法�所以此时结论成立．
综上所述�定理为真．
定理3　当 n ≥4时�对 Cm ∨ Fn有χT（Cm ∨

Fn） ＝ m ＋ n ＋1．
证明　以下分两种情形对本定理予以证明．
Case1：当 n ＞ m ＝3时．易见Δ（C3∨ Fn） ＝

n＋3�则χT（C3∨ Fn）≥ n＋4�为了证明结论成立�
仅需给出 C3∨ Fn的一个（ n＋4）－TC法．令 f 为：

f（ uiv j） ＝ i ＋ j�i ＝1�2�2�j ＝0�1�…�n；
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f（v0v j） ＝ j ＋4�　 j ＝1�2�…�n；
f（v iv2） ＝ f（ u3v1） ＝ f（ u2） ＝ n ＋4；

f（v j�v j＋1） ＝ j －1�　 j ＝2�3�…�n －1；
f（ u1u2） ＝ f（v2） ＝ n ＋3；

f（ u2u3） ＝ f（v1） ＝ f（v4） ＝1；
f（ u1） ＝ n ＋2；

f（ u3） ＝2；　 f（v0） ＝4�　 f（v3） ＝3；
f（v j） ＝ j�　 j ＝5�6�…�n�（ n ≥5）．
由此可见�f是C3∨ Fn的（ n＋4）－TC法�所以

此时结论成立．
Case2：当 n≥4且 m ≥4时．由于Δ（Cm ∨ Fn）

＝ m＋ n�则有χT（Cm ∨ Fn） ≥ m＋ n＋1．为了证
明结论成立�仅需证明 Cm ∨ Fn存在一个（m＋ n＋
1）－TC法．又因此时 Cm ∨ Fn 只有一个最大度点

v0�记 G∗ ＝ （Cm ∨ Fn） ∨｛w｝�则 VΔ（G∗） ＝｛v0�
w｝�且 G∗最大度点的导出图 G ［ VΔ］ ＝ wv0是2阶
路．从而由引理3知：χ′（G∗） ＝Δ（G∗） ＝ m＋ n＋
1．

令 f∗为 G∗的一个（m＋ n＋1）－PEC法�在 f∗

的基础上对 Cm ∨ Fn作映射 f 为：
f（ u） ＝ f∗（wu）�　 u ∈ Vχ（Cm ∨ Fn）；
f（ uv） ＝ f∗（ uv）�　 uv ∈ E（Cm ∨ Fn）．
由此可见�f 为 Cm ∨ Fn的一个（m ＋ n ＋1）－

TC法�所以此时结论成立．
综上所述�定理为真．
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Abstract： In this paper�We have given the total chromatic number of．
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