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带马氏系数的随机方程 Yn＝ aYn－1＋bxnYn－1＋xn
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摘要：主要讨论带马氏系数的随机方程 Yn＝ aYn－1＋ bxnYn－1＋ xnn∈Z的稳定性�其中（Xn）是有限状态马氏链．由模型的参数�
我们直接给出了解的平稳性的存在条件．
关　键　词：马氏链；Lyapounov 指数；谱半径
中图分类号：TM392．3　　　　　　文献标识码：A

1　引　言

我们研究下面一类随机差分方程：
Yn＝ aYn－1＋bxnYn－1＋xn　　 n∈Z （1）
其中｛xn｝有限状态空间上的稳定正常返的马

氏链�其状态空间是 E＝｛1�2�…�m｝�转移矩阵为
P�不变概率测度为μ�a 与 b 是常数．这是一个带
有 ARCH（1）－型误差的 AR（1）过程�这个对模型在
金融时间序列有很好的应用．这个过程在 m个差分
AR过程跳�而这种跳被一个马氏链控制．

（Brandt�1986）�已经解决方程（1）稳定性的存在
问题：此方程有稳定遍历解如果下面的Lyapounov 指
数γ是负的．即

γ＝inf
p≥1
1
p Elog‖（ a＋ bxp）（ a＋ bxp－1）…（ a＋

bx1）‖＜0 （2）
这个判别准则很难验证�因为它不直接依赖于

模型中的参数：转移矩阵 P�a和 b．在本文中�我们
给出了稳定解的存在条件．我们的条件直接成模型
中的参数形式�并且给出了解的表达式．

2　主要结果

用ρ（A）表示矩 A＝（ aij）的谱半径�P＝（pij）表
示马氏链 X 的转移矩阵�且 Pij＝（xt＋1＝ j｜xt＝ i）．
在本文中下面的矩阵将起着重要的作用：

M＝
P11（ a＋bx1）2　　…　　Pm1（ a＋bxm）2
　　　　　Pji（ a＋bxj）2　　　
P1m（ a＋bx1）2　　…　　Pmm（ a＋bxm）2

（3）
定理1　如果 a＝1�那么方程（1）定义在 R 的

过程｛Yn｝对任意在 B（R）的测度φ不是φ－不可约
和非遍历的．

证明　对某一 j�如果 Y i＝－1b
那么 Y i＋1＝Y i＋bxi＋1Y i＋xi＋1

＝－1b－xi＋1＋xi＋1
＝－1b

于是对所有的 n≥ j�均有 Yn＝－1b
如果 y≠－1b那么
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P′〔y�｛－1b｝〕＝P′〔y＋（by＋1）xn＝－1b 〕
＝0）
（其中 P′是Y 的转移概率矩阵）

综上所述�｛－1b｝和 R／｛－1b｝都是吸收集�从
而方程（1）定义在 R 的过程�｛Yn｝对任意在 B（R）
的测度φ不是φ－不可约和非遍历的．

定理2　假定 a≠1�且
　　　　　　　ρ（M）7＜1 （4）
则方程（1）有稳定遍历解

3　定理2的证明

我们使用下面的记号 n≥1
Πn�k＝（ a＋ bxn）（ a＋ bxn－1）…（ a＋ bxn－k＋1）

＋定理2的证明的主要思想是在条件（4）成立的前
提下�我们证明范数 E‖Πn�k‖2按指数递减（性质
1）．由此得到一个重要的推论：方程（1）有唯一的稳
定遍历解．并且�这个解可表示为：

Yn＝xn＋Σ∞j＝1｛Π
j－1
i＝1（ a＋bxn－1）｝xn－ j （5）

实际上�序列Σ∞j＝1｛Πj－1i＝0（ a＋bxn－ i）｝几乎处处
可和

则 Yn＝ xn＋1b Σ
∞
j＝1｛Π

j

i＝0（ a＋ bxn－ i）－ a Π
j－1
i＝1（ a＋

bxn－ i）｝

＝xn＋1b ［ Σ
∞
j＝1Π
j－1
i＝0］（ a＋ bxn－ i）－（ a＋ bxn－0） ］－

a
b Σ
∞
j＝1（Π

j－1
i＝0（ a＋bxn－ i）〕

　　＝－ ab ＋1－ ab Σ
∞
j＝1Π
j－1
i＝0（ a＋bxn－ i） （6）

性质1　在条件（4）下�存在一个正的常数 r∈
［0�1］使得对每一个 n�有

E‖Πn�k‖2≤C1rk　　k＞0 （7）
成立

证明　既然对每一个固定的 k�序列（Πn�k）�关
于 n是稳定的�故我们只要证明

E‖Πk�k‖2＝E‖（ a＋bxk）（ a＋bxk－1）…（ a＋
bx1）‖2≤C1r2　k＞0 （8）
现在�我们考虑下面的递归方程
Zk＋1＝（ a＋bxk）Zk　　k＞0
对任意给定的开始点（非随机的） Z0∈R．对每

一个 i∈｛1�2�…m｝�令
Fk（ i）＝E? Z2kI｛xk＝ i」

其中 IB 是集合 B的示性函数．我们定义

Fk＋1（ i）＝Σmj＝1E［ Z2k（ a＋bxk）2I｛xk＋1＝ i�xk＝ j｝］
＝Σm
j＝1（ a＋bxj）2Fk（ j）p（ j�i） （9）

我们来考虑下面的 m维非随机向量
Fk＝（Fk（1）�Fk（2）�…�Fk（m））
那么方程（9）给出了一个从 Fk 到 Fk＋1的映射�

这个映射我们命名为 T．则 T 是线性非随机的．我
们知道 E‖Πk�k‖2按指数递减当且仅当对任意初
始状态 Z0出发的‖Fk‖依指数递减�也就等价于
映射 T 的谱半径小于1．

为了估计 T 的谱半径�我们将给出映射 T 关于
一组基（标准基）的矩阵．这组基构造如下：

B＝｛E1�E2�…Em｝
其中 Ei＝（0�0�…�0�1�0�…0）�此向量只有在

第 i个位置是1�其它位置上的数是0而映射 T 关
于基B的矩阵正好是（3）定义的 M．由此只要条件ρ
（M）＜1成立．

完成定理2的证明
现在我们证明Lyapranov 指数γ是负的．由于固

定会 k�序列（Πn�k） n 关于 n稳定．由（7）得—Elog‖
Πp�p‖＝Elog‖0�p‖

＝12Elog‖Π0�p‖2≤12logE‖Π0�p‖2
　≤C2＋12plogγ
于是�

γ＝inf
p≥1
1
p Elog‖（ a＋ bxp）（ a＋ bxp－1）…（ a＋

bx1）‖≤12logγ＜0
由定理1（Brandt�1986）�（5）的序列几乎处处收

剑．对每一个 n我们给出了模型（1）的稳定遍历解．
于是定理2已得证．
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On Stability of the Stochastic Equation Yn＝ aYn－1＋bxbYn－1＋xn
with Markovian Coffocoents
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Abstract：In this paper�we deal with the real stochastic equationYn＝ aYn－1＋ bxnYn－1＋ xn n∈z�where the sequence
（xn） is a finite state Markov chain．We give a condition ensuring the existence of a stationary solution．Our condition is
directly expressed in the terms of the parameter of the model．
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