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一个随机环境下的 NLAR模型的极限行为
俞　政�肖欣玲

（中南大学 数学科学与计算技术学院�湖南 长沙410075）

摘要：一个非线性门限自回归模型的变形 Xn＋1＝Φ（Xn）＋εn＋1（ Zn＋1）被讨论．在这个新的模型中�｛Zn｝是一个有限状态的马
尔可夫链．对这个马尔可夫链的每一个状态 i�有一个独立同分布的随机变量的序列｛εn（ i）｝与之对应�而εn（ Zn）＝Σiεn（ i） I｛i｝
（Zn）．在这篇文章中�讨论了由这个模型确定的序列｛Xn｝的极限行为．一个关于这个序列在某种意义下以几何速率收敛的充
分条件被建立．
关　键　词：遍历性；非线性时间序列；随机环境．
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1　基本术语

设（Ω�ħ�Pr）是一个概率空间�在以下的行文中涉及到的随机变量�随机向量均假定是定义在该空间上的．设
p为一正整数�Rp记维实空间�Bp为 Rp上的 Borelσ代数．

令 E＝｛1�2�…�e｝是一个有限集合�F记 E的所有子集生成的σ－代数�｛Z（n）�n≥0｝表示一个定义在
（Ω�ħ�Pr）上的不可约非周期的齐次马氏链�它的状态空间为（E�F）；｛εn（1）｝�…�｛εn（1）｝�…�｛εn（ e）｝是 e
个 i．i．d的随机变量序列�其中每一个都是定义在上（Ω�ħ�Pr）上�以（Rp�Bp）为状态空间的．

设 Zn＝Z（ n）�∀n≥0�且εn（Zn）＝∶Σe
i＝1εn（ i） I｛i｝（Zn）�

定义1．1　令 x⌒ n＋1＝Φ（x⌒ n）＋εn＋1（Zn＋1）；　x⌒0＝∈Rp （1）
其中εn＋1（Zn＋1）＝（εn＋1（Zn＋1）�0…�0）′�Φ：Rp→Rp 是一个 Borel 可测映射�且有形式Φ（ x⌒）＝（φ（x1�

…�xp）�x1�…�xp－1）′�φ是一个 Rp 到 R1的 Borel可测映射�x⌒＝（x1�…�xp）′∈Rp；
称由（1）式确定的模型为随机环境下的 NLAR模型．
定义1．2　设 p 维向量随机序列｛Xn｝由（1）定义�是一概率分布．
若当 X0～F�则称 F为模型（1）的不变概率分布；
定义1．3　设模型（1）有唯一的不变概率分布 F�且对任何的初始状态 X0＝x�由（1）迭代产生的 Xn的概

率分布记为 Fxn．如果存在常数ρ：0＜ρ＜1�使得 lim
n→∞ρ

－ n‖Fxn－F‖ r＝0�其中‖·‖ r 为全变差范数�则称模
型（1）为伴随几何遍历的．

定义1．4　对于模型（1）�称序列｛（Xn�Zn）｝为其导出序列．
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此外�凡文中涉及的一般状态马氏链及非线性时间序列分析的知识�可参见［2］�［3］．

2　主要结果

这一节建立关于模型（1）的伴随几何遍历性的结果�若干将被引用的条件列举如下：
C1　∀i∈E�Eεn（ i）＝0�E｜εn（ i）｜＜∞；
C2　｛Zn｝�｛εn（1）｝�…�｛εn（e）｝相互独立且∀i∈E�n≥0�εn＋1（ i）与｛Xk�k≤ n｝独立�Zn＋1与 X0独立；
C3　∀i∈E�εn（ i）有处处为正的下半连续的分布密度函数γi（·）．
引理2．1　设｛（Xn�Zn）｝是模型（1）的导出序列�在条件 C1�C2之下�｛（Xn�Zn）｝是定义在（Ω�ħ�Pr）

上�以（Rp×E�Bp×F）为状态空间的齐次马氏链
证明　显然．
以下�令

pij＝Pr（Zn＋1＝ j｜Zn＝ i）�n≥0�i�j∈E�
P（（x⌒�i）�Λ×｛j｝＝Pr（Xn＋1∈Λ�Zn＋1＝ j｜Xn＝x⌒�Zn＝ i）�
n≥0�i�j∈ e�（x⌒�i）∈Rp×E�Λ×｛j｝∈Bp×F

并且�∀l≥2�
P（ l）（（x⌒�i）�Λ×｛j｝）＝Pr（Xn＋1∈Λ�Zn＋1＝ j｜Yn＝x⌒�Zn＝ i）；
n≥0�i�j∈E�（x⌒�i）∈Rp×E�Λ×｛j｝∈Bp×F．

由条件概率的性质�得 P（1）（（x⌒�i）�Λ×｛j｝）＝Σ
k∈E∫RpP（（x

⌒�i）�dω　 ⌒×｛k｝）P（ l－1）（（ω⌒�k）�Λ×｛j｝） （2）
注意到关于模型（1）的假设之一是：｛Zn｝是不可约的�从而可知�对（ E�F）上的任一测度λ�｛Zn｝是λ－

不可约的．适当地选取一个测度�仍以λ记之�满足∀i∈E�λ｛i｝＞0于是可以导出一个定义在（Rp× E�Bp
×F）上的测度μm×λ�这里μp 为（Rp�Bp）上的 Lebesgue测度�使得μp（A）＞0蕴含μp×λ（A×｛j｝）＞0�A∈
Bp�i∈E．
引理2．2　设模型（1）满足 C1和 C2�｛（Xn�Zn）｝是模型（1）的导出序列�令Λ＝Λ1×Λ2×…×Λp�Λk∈

Bk�k＝1�2�…�p；IΛk（·）表示Λk 的示性函数；则它的转移函数为
P（（x⌒�i）�Λ×｛j｝）＝pijΠp－1q＝1IΛq＋1（xq）∫Λ1 rj（y1－h（x

⌒）） dy1；
对 l：2≤ l≤p－1�
P（1）（（x⌒�i）�Λ×｛j｝）＝Πp－ l

q＝1IΛq＋1（xq） Σ
k1�…�kl－1∈E

pik1…pkl－1j ∫Λ1×…×Λ1
rk1（yl－ h（x⌒））·rk2（yl－1－ h（yl�x1�…�xp－1））

…
·rkl－1（y2－h（y3�…�y1�x1�…�xp－ l＋2））·rj（y1－h（y2�…�yl�x1�…�xp－ l＋1）） dyl…dy1；
P（p）（（x⌒�i）�Λ×｛j｝）＝ Σ

k1�… kp－1∈E
pik1…pkp－1j∫Λ rk1（yp－h（x

⌒））·rk2（yp－1－h（yp�x1�…�xp－1））…
·rkp－1（y2－ g（y3�…�yp�x1�x2））·rj（y1－h（y2�…�yp�x1）） dyp…dy1；
当1≤ l≤p－1时�
P（p＋ l）（（x⌒�i）�Λ×｛j｝）
＝ Σ
k1�…�kl－1∈E

Pik1…Pkl－1k1∫Rl rk1（yp＋ l－h（x
⌒））… rkl（yp＋1－h（yp＋2�…�yp＋ l�x1�…�xp－ l＋1）） dyp＋ l…dyp＋1

Σ
kl�…�kp＋ l－1∈E

Pklkl＋1…Pkp＋ l－1j∫Λ rl＋1（yp－h（yp＋1�…�yp＋1�x1�…�xp－1））… rj（y1－h（y2�…�yp＋1）） dyp…dy1；
P（2p）（（x⌒�i）�Λ×｛j｝）＝ Σ

k1�…�kp－1∈E
Pik1… Pkp－1kp∫Rp rk1（ y2p－ h（ x

⌒））… rkp（ yp＋1－ h（ yp＋2�…�yp＋ l�x1）） dy2p…
dyp＋1

Σ
k1�…�k2p－1∈E

Ppkp＋1…Pk2p－1∫Λ rkp＋1（yp－h（yp＋1�…�y2p））… rj（y1－h（y2�…�yp＋1）） dyp…dy1；
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对1≤ l≤m－1�n≥2�
P（ np＋ l）（（x⌒�i）�Λ×｛j｝）＝ Σ

k1�…�kl－1∈E
Pik1… Pkl－1kl∫Rl rk1（ ynp＋1－ h（ x

⌒））·rk2（ ynp＋ l－1－ h（ ynp＋ l�x1�…�
xp－1））…
·rkl（ rnp＋1－h（ynp＋2�…�ynp＋ l�x1�…�xp＋ l－1）） dynp＋ l…dynp＋1
· Σ
kl�…�kp＋ l－1∈E

Pklkl＋1…Pkp＋ l－1kp＋ l∫Rp rkl＋1（ynp－h（ynp＋1�…�ynp＋ l�x1�…�xp－ l））…
·rkp＋ l（y（ n－1）p＋1－h（y（ n－1）p＋2�…�ynp＋1）） dynp…dy（ n－1）p＋1·…
· Σ
k（ n－1） p＋ l�… knp＋ l－1∈E

Pk（n－1） p＋ lk（n－1） p＋ l＋1…Pknp＋ l－1j∫Λ rk（n－1） p＋ l－1（yp－ h（yp＋1�…�y2p））… rj（ y1－ h（ y2�…�yp＋1））
dyp…dy1
证明　由归纳法并反复应用（2）即可．
引理2．3　设模型（1）满足 C1�C2和 C3�则（1）的导出序列｛（Xn�Zn）｝是μp×λ不可约和非周期的．
证明　类似于［2］中命题2．1．1的证明�利用引理2．2的结果证之�即可．
引理2．4　设模型（1）满足 C1�C2和 C3�并且Φ在 Rp 中的任何有界集上有界．则∀J⊂E及 Rp 中的任

一有界可测集合 K�K× J是一个关于（1）的导出序列｛（Xn�Zn）｝的小集．
证明　类似于［2］中命题2．1．1的证明�利用引理2．2的结果即可证之．
对模型（1）中的变换φ�引入下面的记号：
y1＝φ＝（y0�y－1�…�y－p＋1）⧋φ1（y0�y－1�…�y－p＋1）
y2＝φ（y1�y0�…�y－p＋2）＝φ（φ1（y0�…�y－p＋1）�y0�…�y－p＋2）≜φ2（y0�…�y－p＋1）
一般地

yk＝φ（yk－1�…�yk－p）＝…＝φk（y0�y－1�…�y－p＋1）�　　　　K≥1 （2．1）
定理2．1　该模型（1）满足 C1�C2和 C3�变换φ满足下列条件：
（1） 存在正数 Ck�使得对任何 y′0�y0�y－1�…�y－p＋1和 k≥1�有
　　　　　　｜φk（y0�y－1�…�y－p＋1）－φk（y′0�y－1�…�y－p＋1）｜≤Ck｜y0－y′0｜； （2．2）
（2）存在正常数 e和M及 C�使得对任何 y0�y－1�…�y－p＋1和 k≥1�有
　　　　　　｜φk（y0�y－1�…�y－p＋1）｜≤Mρk（｜y0｜＋…＋y－p＋1）＋C； （2．3）
则（1）是伴随几何遍历的．
证明　由（2．1）和（2．3）易知�在定理给定的条件下∀⌒ ＝（x1�…�xp）′∈Rp�有

｜φ（x⌒）｜≤Mρ（｜y0｜＋…＋y－p＋1）＋C；
即φ（x⌒）在 Rp 中任一有界集上有界�从而由Φ的定义可知�Φ在 Rp 中任一有界集上有界�于是由引理

2．1�引理2．3和引理2．4知｛（Xn�Zn）｝是一个μp×λ不可约和非周期的马氏链�且对 Rp 中任何正μp 测度的
有界集 D�D×E都是｛（Xn�Zn）｝的小集．

取准则函数 g（x⌒�i）＝｜x1｜＋…＋｜xp｜⧋x⌒‖1�∀⌒ ＝（x1�x2�…xp）′∈Rp 及 i∈E；
以下�与［1］中定理4．2．15的证明类似�可证｛（Xn�Zn）｝是几何遍历的�由此立即可得（1）是伴随几何遍

历的．
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The Limit Behavior of a NLAR Model under the Random Environment

YU Zheng�XIAO Xin-ling
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Abstract：We study the problem of a variety of nonlinear threshold autoregressive model Xn＋1＝Φ（Xn）＋εn＋1（ Zn＋1）
in which｛Zn｝is a Markov chain with finite state space�and for every state of the Markov chain�｛εn（ i）｝is a sequence
of independent and identically distributed random variables�andεn（Zn）＝：ΣiεnI｛i｝（Zn）．Also�in this paper�the limit
behavior of the sequence｛Xn｝defined by the above model is investigated and a sufficient condition for the convergence of
sequence｛Xn｝with a geometric convergence rate is provided．
Key words：ergodic；nonlinear time series；random environment．
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A New Dynamic Threshold Secret Sharing Scheme to Identify Cheaters

HAN Jin-guang�KANG Bao-yuan�WANG Qing-ju

（College of Mathematics Science and Computing Technology�Central South University�Changsha�Hunan410075�China）

Abstract： A threshold sheme is a method whereby pieces of the secret �called shares are distributed to participants so
that ：the secret can be reconstructed from the knowledge of any or more shares�and the secret cannot be reconstructed
from the knowledge of any or less shares．A dynamic secret sharing sheme is an especial threshold sheme．Its character is
that the secret can be renewed without modifying and rebaking any share．This paper proposes a new dynamic threshold
secrete sharing sheme to identify cheaters by integrating the discrete logarithm problem and the integer factorization prob-
lem with higher roots problem．This paper also discusses the security of the sheme．
Key words：crptography；secret sharing；dynamic threshold scheme
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