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无限大弹性体中三维片状裂纹问题的研究

朱成九�陈梦成�余会琴
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摘要：将有限部积分和边界元法运用到三维裂纹问题中进行应力强度因子的分析．采用三角形和四边形单元网格�使用有限
部积分原理来实现相应的边界元法�计算无限大弹性体中三维片状裂纹的应力强度因子．
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0　引言

文献［1］利用双相材料空间在集中力作用下的
弹性力学基本解�通过推理和整合得到了交接面附
近三维裂纹面的应力场的公式．本文将以此为基础
系统地为三维片状裂纹的超奇异积分方程建立数

值方法�采用三角形和四边形单元网格�使用有限
部积分原理来实现相应的边界元法�计算了无限大
弹性体中三维片状裂纹的应力强度因子．

1　无限大弹性体中的超奇异积分方程组

在无限大弹性体中�裂纹离边界的距离很远
时�利用文献 ［1］经简化和整理后可得到如下的超
奇异积分方程组：
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式中：x�y�z：载荷作用坐标系；u�v�w：裂纹面

的位移间断；ζ�η：所求裂纹表面位移的局部坐标
系；p1�p2�p3：分别作用在裂纹 x�y�z 方向的载荷；
符号＝ʃ表示有限部积分［2］；r1 （x－ζ）2＋（y－η）2；
其他符号请参见文献［1］．
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则式（1）可写成：

＝ʃSA（ P�Q）U（ Q） ds（ζ�η）＝p（ P） （2）
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式中�P（x�y）表示源点�Q（ζ�η）表示被积分
点�点 P�Q 都遍及整个裂纹面．为方便起见�仍然

将 U称为位移间断．

2　超奇异积分方程组的离散化

对于取定的源点 P�将整个裂纹面进行网格划
分�离散为 M个单元（包括三角形单元和四边形单
元）�式（2）变为：

∑M

j＝1＝ʃsjA（ P�Q）U（ Q） DS（ Q）＝p（ P） （3）
若取线性插值�单元内任意一点 Q的位移间断

为

U＝∑3
i＝1NiUi （4）

并将此式代入�得：∑M

j＝1＝ʃsjA （ P�Q）（∑m

i＝1NiUi） ds
（ Q）＝p（ P） （5）

其中：sj 为三角形单元时�m＝3；sj 为四边形单

元时�m＝4．
将每个单元进行处理后�可得到影响系数矩阵

［ An ］1×N�以 np 表示节点 P 对应的节点总体编号�

式（3）变成：［ An ］1×N｛Un｝N×1＝pnp�n＝1�2�…�N
（6）

每个节点依次取作源点�列出与式（6）相似的
方程�可得到 N个以节点位移间断为未知数的代数
方程组�即：

［An ］N×N｛Un｝N×1＝｛pnp｝N×1�n�np＝1�2�…�N
（7）

考虑边界条件和物理约束条件后�该方程组可
求解个未知量．

3　应力强度因子计算公式

根据前面所述的超奇异积分方程的求解�可以
得到方程组（7）的系数矩阵�即可获得方程组的解

即每个节点的位移间断 U．由此就可计算裂纹周边
的应力强度因子 KI�KII和KIII．本文采用位移间断外
推法计算应力强度因子．

根据文献 ［2�3］�Q 点的应力强度因子计算公
式为：
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因此�裂纹边缘上任一点 Q处的应力强度因子

可以沿Xn的距离外推到 Q点获得．
一般而言裂纹的应力强度因子的数值计算结

果都是用无量纲形式来表示：

FI＝ KI

p b
�FII＝ KII

p b
�FIII＝ KIII

p b
（9）

式中�p 为作用在裂纹面上的力�b 是裂纹的特征尺
寸．

4　算例：椭圆裂纹

椭圆裂纹的形状和尺寸如图1a所示�分别为椭
圆的长轴和短轴．将椭圆划分为若干个三角形单元
和四边形单元．由于问题的需要�将边界层也划分
为三角形单元．由于其对称性�图1b 只给出了四分
之一椭圆的单元划分网格图�采用145个节点�192
个单元进行数值计算．
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在椭圆裂纹的上下表面作用大小相等方向相反

的均布载荷�即 p3（x�y）＝p0．此时裂纹前沿为 I 型
断裂状态�裂纹面上只有法向位移间断．利用上述方
法可得到椭圆裂纹前沿各点的无量纲应力强度因子

F1．另外�我们已知椭圆裂纹前沿 F1的解析式为

FI＝［1－k2cos2α］1／4
E（k） （10）

式中�k2＝1－（ b／a）2；E（ k）＝ʃπ2
0 （sin2α＋（ b／

a）2cos2α）1／2） dα．
而图2给出了 a／b＝2时�椭圆裂纹前沿无量纲

应力强度因子随参考角变化及其理论解的曲线．由图
上可以看出本文的结果与理论解非常的接近．最大误
差（＋4．93％）发生在椭圆长轴端点0°的地方．

5　结束语

本文对超奇异积分的处理方法做了详细的介

绍�用有限部积分原理和边界元法数值求解超奇异
积分方程组�计算了三维裂纹的应力强度因子．通
过算例�可以看出所得的结果与其他文献非常的接
近�说明了本文的方法是有效的．
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3D Crack Analysis in Infinite Elastic Body
ZHU Cheng-jiu�CHEN Meng-cheng�YU Hu-i qin

（School of Civil Engineering and Architecture�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract： In this paper finite－part integrals in conjunction with boundary element method are used to analyze stress in-
tensity factors for three-dimensional crack problems in Infinite Elastic Body．In numerical calculations�triangular and
quadrilateral elements are employed．
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