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一类洛伦兹流形的2－调和类空超曲面的一个拼挤定理
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摘要：研究局部对称共形平坦洛伦兹流形中的2－调和类空超曲面�得到它对外围空间的一个拼挤定理．
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1　引言和主要结果

设 Nn＋11 表示 n＋1维局部对称共形平坦洛伦兹流形�f：Mn→ Nn＋11 是 n维黎曼流形 Mn 到 Nn＋11 的等距

浸入．若 f 是2－调和映照［2］�称 Mn是 Nn＋11 中的2－调和类空超曲面．
文［1�2］分别讨论了黎曼流形和伪黎曼流形中的2－调和子流形�给出2－调和子流形满足的条件．利用

这些条件�文 ［3�4］分别得到常曲率空间中紧致的2－调和超曲面的拼挤定理．本文考虑局部对称共形平坦
洛伦兹流形中的2－调和超曲面�讨论这类超曲面对外围空间的拼挤问题�得到

定理1　设 Mn 是局部对称共形平坦洛伦兹流形 Nn＋11 的紧致的2－调和类空超曲面�S 与 H分别表示
Mn的第二基本形式模长的平方与Mn的平均曲率�R与 r分别表示 Nn＋11 的 Ricci曲率的上、下确界．若 Mn的

法向量是 Nn＋11 的 Ricci主方向且
－ r≤S≤ n3

4（ n－1） H2－2n＋1
n－1（R－ r） （1．1）

则

S＝－ r或 S＝ n3
4（ n－1） H2－2n＋1

n－1（R－ r） （1．2）

当 Nn＋11 为常截面曲率 c的 de Sitter空间 Sn＋11 （c）时�显然 Mn的法向量是Nn＋11 的Ricci主方向�且 R＝ r
＝ nc＞0�由定理1得

推论1　设 Mn是 de Sitter空间 Sn＋11 （c）中紧致的2－调和类空超曲面�S 与 H分别表示 Mn 的第二基本

形式模长的平方与Mn的平均曲率．若 S≤ n3
4（ n－1） H2�则 S＝ n3

4（ n－1） H2．
注：当 c＝1时�推论1即为文［4］中的定理2．
当 Nn＋11 是截面曲率为－ c（ c＞0）的反 de Sitter空间 Hn＋11 （－ c）时�Mn 的法方向也是 Nn＋11 的 Ricci 主方

向�且 R＝ r＝－ nc．由定理1得
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推论2　设 Mn是截面曲率为－C（C＞0）的反 de Sitter空间 Hn＋11 （－ c）中紧致的2－调和类空超曲面�S

与 H分别表示Mn的第二基本形式模长的平方与 Mn 的平均曲率．若 nc≤S≤ n3
4（ n－1） H2�则 S＝ nc 或 S＝

n3
4（ n－1） H2．

2　预备知识

设 Nn＋11 表示 n＋1维局部对称共形平坦洛伦兹流形�Mn是Nn＋11 的 n维2－调和类空超曲面．本文对各
种指标范围规定如下：

1≤A�B�C�D�E…≤ n＋1；1≤ i�j�k�l�m…≤ n；不特别声明时�∑表示对重复指标求和．在 Nn＋11 上选

取局部标准正交标架场｛eA｝�使得限制在 Mn 上�｛ei｝与 Mn 相切．设｛ωA｝是｛eA｝的对偶标架场�｛ωAB｝是
Nn＋11 的联络形式．ds2＝∑εA（ωA）2�其中εi＝1�εn＋1＝1．将这些形式限制在 Mn 上�且为了方便简记 hn＋1

ij ＝
hij�则有

ωn＋1＝0�ωin＋1＝∑hijωj�hij＝hji （2．1）

η＝－∑hijωiωjen＋1�h＝－1
n ∑hiien＋1 （2．2）

Rijkl＝Kijkl－∑（hikhjl－hilhjk） （2．3）
其中η�h�Rijkl�Kijkl分别表示Mn的第二基本形式、平均曲率向量、曲率张量的分量和 Nn＋11 的曲率张量

的分量．定义 S＝‖η‖2�H＝‖h‖．若 H＝0�称 Mn 为极大的．跟随 ［5］�定义 hijk及 hijkl分别为 hij的共变导

数�则有
hijk－hikj＝Kn＋1ijk （2．4）

hijkl－hijlk＝∑hmiRmjkl＋∑hmjRmikl （2．5）
将 Kn＋1ijk看作是 T⊥M⨂T∗M⨂T∗M⨂T∗M的截面的分量�定义 Kn＋1ijkl为它的共变导数的分量：

∑Kn＋1ijklω1＝dKn＋1ijk－∑Kn＋1mjkωmi－∑Kn＋1imkωmj－∑Kn＋1ijmωmk （2．6）
KABCD的共变导数 KABCD�E�限制在 Mn上有

Kn＋1ijk�l＝Kn＋1ijk＋Kn＋1in＋1khil＋Kn＋1ijn＋1hkl＋Kmijkhml （2．7）
Nn＋11 为局部对称的�即

KABCD�E＝0 （2．8）
Nn＋11 是共形平坦的�所以

KABCD＝ 1
n－1（εAδACKBD－εAδADKBC＋＋εBδBDKAC－εBδBCKAD）－ K

n（ n－1）εAεB（δACδBD－δADδBC） （2．9）
其中 KAC＝∑εBKABCB是 Ricci张量的分量�K＝∑εAKAA是数量曲率．由（2．8）知�K是常数．
为了证明定理�需要下面引理
引理［2］　Mn为 Nn＋11 的2－调和类空子流形的充要条件为

∑（2hjjkhkl＋hklkhjj－hjjKn＋1kkl）＝0�∀ l （2．10）
∑（2hjjkk＋hjjhklhlk＋hjjKn＋1kkn＋1）＝0 （2．11）

注：这里的曲率算子 K＝ᐁ［�］－［ᐁ�ᐁ］�与文［2］中定义的相差一个负号．

3　定理1的证明

对 Mn上任意光滑函数 f�令
df＝∑ f iωi�∑ f ijωj＝df i－∑ f jωji
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∑ f ijkωk＝df ij－∑ fkjωki－∑ f ikωkj

则

f ij＝ f ji�f ijk－ f ikj＝∑ fmRmijk （3．1）
由于 Mn的法向量是 Nn＋11 的 Ricci主方向�所以

Kn＋1i＝0�∀ i （3．2）
根据共变微分的定义�结合（3．2）和（2．8）有

（Kn＋1n＋1） i＝0�∀ i （3．3）
因为 Mn是 Nn＋11 的2－调和超曲面�由引理�（2．4）与（3．2）得

∑Hkhkl＝－ n2HHl�∀ l （3．4）

△ H＝H（Kn＋1n＋1－S） （3．5）
进而

12△ H2＝｜ᐁH｜2＋H2（Kn＋1n＋1－S） （3．6）

14△ H4＝3H2｜ᐁH｜2＋H4（Kn＋1n＋1－S） （3．7）

对（3．4）两边求共变导数得

∑Hkjhkl＋∑Hkhklj＝－ n2HjHl－ n2HHlj （3．8）

应用（3．1）有

　　　　　　　　　　　12△（｜ᐁH｜2）＝∑H2
ij＋∑HiHikk

＝∑H2
ij＋∑HiHkki＋∑HiHmRmkik （3．9）

由（3．3）和（3．5）得
∑HiHkki＝（Kn＋1n＋1－S）｜ᐁH｜2－H∑HiSi （3．10）

由（2．3）�（2．9）与（3．4）得
　　　∑HiHmRmkik＝∑HiHmKmkik－∑HiHm（hmihkk－hmkhki）

＝ 1
n－1［（∑Kii－ n－1

n K）｜ᐁH｜2＋（ n－2）∑HiHjKij ］＋34 n2H2｜ᐁH｜2 （3．11）

设 Q是 Nn＋11 上的 Ricci变换�x∈Mn⊂Nn＋11 �Tx（N）＝Tx（M）♁T⊥
x （M）�

　　　　　　　　Q：Tx（N）→Tx（N）�eA ｜→Q（eA）＝∑QB
AeB＝∑εBKABeB

由（3．2）式�Ricci变换 Q所对应的矩阵（QB
A）为

A 0
0 －Kn＋1n＋1

�其中 A 表示 n× n阶对称矩阵（Kij）�所

以 Tx（M）是 Q的不变子空间．选取适当｛ei｝的使得 Kij＝Kiiδij则

∑HiHjKij＝∑H2
iKii≥ r｜ᐁH｜2 （3．12）

从而

∑HiHmRmkik≥（2r－ K
n ＋34 n2H2）｜ᐁH｜2 （3．13）

由平均值不等式和（3．5）得

∑H2
ij≥∑H2

ii≥1
n （Kn＋1n＋1－S）2H2 （3．14）

将（3．10）�（3．13） 与（3．14）代入（3．9）得

　　　　　　12△（｜ᐁH｜2）≥1
n （Kn＋1n＋1－S）2H2＋（Kn＋1n＋1－S）｜ᐁH｜2－H∑HiSi

＋（2r－ K
n ＋34 n2H2）｜ᐁH｜2 （3．15）
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而

H∑HiSi ＝12∑（S（H2） i） i－12S△ H2

＝12divω－S｜ᐁH｜2－SH2（Kn＋1n＋1－S） （3．16）

其中ω是Mn上以 S（H2） i 为分量的向量场．将（3．16）代入（3．15）得

　　　　　　12△（｜ᐁH｜2）≥1
n （Kn＋1n＋1－S）2H2－12divω＋SH2（Kn＋1n＋1－S）

＋（2r－R－ K
n ＋34 n2H2）｜ᐁH｜2 （3．17）

应用（3．6）与（3．7）�上式成为

　　　　　　12△［｜ᐁH｜2＋（ K
n ＋R－2r）H2－18 n2H4］＋12divω≥ n－1

n H2（S－Kn＋1n＋1）

［ 1
n－1（2nr－ nR－Kn＋1n＋1－K＋ n3

4 H2）－S ］ （3．18）
注意到 K＝∑KAA≤（ n＋1）R及 S－Kn＋1 n＋1≥S＋ r≥0�上式推出

　　　　　　12△［｜ᐁH｜2＋（ K
n ＋R－2r）H2－18 n2H4］＋12divω≥ n－1

n H2（S＋ r）

［ n3
4（ n－1） H2＋2n＋1

n－1（ r－R）－S ］ （3．19）

（3．19）在 Mn上处处成立�与标架选取无关�在条件（1．1）和 Mn的紧致性下�利用 Bochner技巧得
H＝0或 S＝－ r或 S＝ n3

4（ n－1） H2－2n＋1
n－1（R－ r） （3．20）

若 H＝0�（1．1）推出 S≤2n＋1
n－1（ r－R）≤0�因此 S＝0�R＝ r�从而 S＝ n3

4（ n－1） H2－2n＋1
n－1（R－ r）．若 H

≠0�由（3．20）�结论显然成立．定理得证．
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A Pinching Theorem of2-Harmonic Spacelike Submanifolds
in a Class of Lorentz Manifold

WU Ze-jiu

（School of Natural Science�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract： In this paper�we study2-harmonic spacelike hypersurfaces in a locally symmetric and conformally flat lorentz
manifold and obtain a pinching theorem of the class of hypersurfaces to the ambient manifold．
Key words： locally symmetric；conformally flat；2－harmonic；pinching
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