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关于更新风险模型破产概率的尾等价式的一个结果
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摘要：给出一类更新风险模型．在假定个体索赔分布是重尾前提下�当索赔分布满足一定条件时得到了与经典模型相一致的
破产概率的一个尾等价关系式．
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1　模型的引入

通篇约定�对一个具有有限期望μ＞0和分布
F（X）＝ P（X≤ x）的非负随机变量 x�其尾分布 F
（x）＝1－F（x）�平衡分布记为 Fe（x）＝μ－1ʃx0F（ t）
dt�所有极限过程均是对μ→∞而言．
本文根据实际情况建立风险模型．设索赔额序

列｛Zi�i≥1｝是一列独立同分布的非负随机变量序
列�具有共同的分布函数 F（x）和有限均值μ�｛θi�i
≥1｝�是一个独立的非负随机变量序列�且与｛xi�i
≥1｝独立�｛θi�i≥k｝同分布�θ1�…�θk 各自服从不

同分布�Tn∑ni＝1θi�i≥1被称为理赔时刻序列�在时间
段（0�t ］内发生的理赔次数记为 N（ t）＝max｛n≥1�
Tn∈（0�t ］｝�它是一个更新过程且独立于｛Z i�i≥
1｝�相应的更新风险过程定义为 S（ t）＝ ∑N（ t）

i＝1（ Zi－
cθi）．这里常数是 c（0＜ c＜∞）保费率．

本文假定 Eθk＋1＝λ�假设ρ＝ cEθk＋1－EZk＋1
EZk＋1

＝ cλ－μ
μ �ρ被称为相对安全负载条件�根据 S（ t）�

破产概率被定义为ψ（x）＝P（sup
t≥0S（ t）＞x）�对 x≥

0．它表示在假定保险公司初始资本是时无限区间
上的破产概率．

2　预备知识

如果一个非负的随机变量 Z或它的分布 F（0�
∞］使 Eetz＝∞对任何 t＞0都成立�则称它的分布
是重尾的．这里给出将要用到的重尾分布族的一些
重要子类和结果．见［1］�［2］�［5］．

1） D＝｛F｜lim sup
x→∞

F（ lx）
F（x）＜∞�对任何0＜ l＜1

（或等价于 l＝12）｝．

2） L＝｛F｜lim
x→∞

F（x＋y）
F（x） ＝1�对任何 y＞0（或

等价于 y＝1）｝．

3） S＝｛F｜lim
x→∞

Fn∗（x）
F（x） ＝ n�对所有的 n≥2（或

等价于 n＝2）｝．

4） M＝｛F｜lim
x→∞

F（x）
ʃ∞

x F（ t） dt
＝0｝．

引理2．1　假设 F满足 lim sup
x→∞

xF（ lx）
Fe（x）

＜∞�对

某个0＜ l＜1．
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有 Fe∈（D∩L）⊂S�F∈M．
当 F是重尾分布时�人们已经找到了几种不同

模型下破产概率的ψ（x）尾等价公式．
引理2．2　在经典风险模型中�假定ρ＞0�则当

F∈D或 Fe∈S�则有ψ（x）～ρ－1Fe（x）．
文献［4］把结果推广到普通更新风险模型中�

有如下结果：
引理2．3　在普通更新风险模型中�假定ρ＞0�

则当 F∈D或 Fe∈S�有ψ（x）～ρ－1Fe（x）．
文献［5］进一步推广了上述结果�得到了下述

结果：
引理2．4　在普通更新风险模型中�假定ρ＞0�

则当 F 满足下面条件 lim sup
x→∞

xF（ lx）
Fe（x）

＜∞�普通更

新风险模型的破产概率ψ（x）的尾等价关系ψ（x）
～ρ－1Fe（x）成立．

本文将［5］中结果推广到前有限次索赔时间间
隔服从不同分布的风险模型中�得到了下面重要结
论．

3　主要结论

定理3．1　在本文给出的更新风险模型中�假
定相对安全负载条件ρ＞0�当索赔分布满足条件

lim sup
x→∞

xF（ lx）
Fe（x）

＜∞�对某个 l∈（0�1）．则有破产概

率ψ（x）尾等价关系成立�即ψ（x）～ρ－1Fe（x）．

证明　令θ＝θ1＋θ2＋…＋θk�x＝ x1＋ x2＋…
＋xk．

记ψ∗（x）为普通更新风险模型下的破产概率．
∵ψ（x）＝P（sup

n≥1S（Tn）＞x）

＝ P （sup
n＞ k

（ ∑n
i＝ k＋1（ Zi － cθi）＋∑k

i＝1（ Zi －
cθi））＞x）

＝ʃ∞0 dP（θ≤ t
c ）ʃ∞0 P（sup

n＞ k
（∑n

i＝ k
（ Zi－ cθi）

＞x＋ t－y）） dF（y）

＝ʃ∞0ʃ∞0 ψ∗（ x＋ t－ y） dF（ y） dP（θ≤
t
c ）．

∴ψ（x）
Fe（x）

＝ʃ∞0ʃ∞0 ψ∗（x＋ t－y）
Fe（x）

dF（ y） dP（θ≤
t
c ）．

根据引理2．1�Fe∈（D∩L）�对某个 l∶l∈（0�

1）�上式可分成两部分：
ψ（x）
Fe（x）

＝ʃ∞0 （ʃlx0 ＋ʃ∞
lx ）ψ

∗（x＋ t－y）
Fe（x）

dF（ y） dP

（θ≤ t
c ）≈ I1＋ I2．
下证 lim

x→∞ I1＝ρ－1�lim
x→∞ I2＝0．

一方面�I2＝ʃ∞0ʃ∞
lx
ψ∗（x＋ t－y）

Fe（x）
dF（y） dP（θ≤

t
c ）≤ʃ∞0ʃ∞

x
1

Fe（x）
dF（y） dP（θ≤ t

c ）＝F（ lx）
Fe（x）

由已知条件得�当 x→∞�F（ lx）
Fe（x）

→0�即 lim
x→∞ I2

＝0．

另一方面�根据引理2．2　 lim
x→∞

ψ∗（x）
Fe（x）

＝ρ－1�所

以存在 x0和 c1�

当 x＞ x0时ψ∗（x）
Fe（x）

≤ c1；当0＜ x＜ x0�ψ
∗（x）
Fe（x）

≤ 1
Fe（x0）

�

因此存在 c2�使对 x＞0�有ψ∗（x）
Fe（x）

≤ c2． （1）

又有△≈ψ∗（x＋ t－y）
Fe（x）

I（0≤ t＜∞�0≤ y≤
lx）

　　　≤ψ∗（（1－ l） x）·Fe（1－ l） x）
Fe（（1－ l） x）·Fe（x）

I（0≤ t＜
∞�0≤y≤ lx）

根据（1）和 Fe∈ D�存在常数 c3�使△≤ c3I（0
≤ t＜∞�0≤y≤ lx）．

从而根据控制收敛定理�

lim
x→∞ I2＝ʃ∞0ʃ∞

x lim
x→∞

ψ∗（x＋ t－y）
Fe（x）

dF（ y） dP（θ≤
t
c ）＝ρ－1．

定理得证．
推论3．1　在本文给出的更新风险模型中�假

定相对安全负载条件ρ＞0�当索赔额分布 F∈ D
时�有破产概率ψ（x）尾等价关系成立�即ψ（x）～
ρ－1Fe（x）．

证明　令 A＝｛F：lim sup
x→∞

xF（ lx）
Fe（x）

＜∞对某个 l

∈（0�1）｝�
∵D⊂A
∴由定理3．1得推论3．1
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　　动点αB＝αe＋αr＋αk如图6
式中αe＝αA＋ατB′A＋αnB′A
αA＝φ·×（θ·× r）
ατB′A＝θ··×R（由于φ··＝0）
αnB′A＝（θ·＋φ·）×［（θ·＋φ·）×R］
αr＝R·

αk＝2（θ·＋φ·）×R·

∴αbx＝2（θ·＋φ·）R·－θ··R＋（φ·）2rcosθ
αby＝R··－（θ·＋φ·）2r－（φ·）2rsinθ
αB＝αbxi

·＋αbyj

4　结论

1） 质点相对定系的绝对运动与所选动系无关�
但牵连和相对运动随动系而转化．因此

υe、αe、υr、αr、αk可呈现不同的组合形式．
2） 平面运动法和极坐标法都能解决平面上点

的合成运动问题．前者把平面运动作为牵连运动
（相对运动简单）�后者重在极坐标表示的相对运动
（牵连运动简单）�这是两种各有侧重的研究方法．

3） 平面运动法适于解已知质点作平面曲线运
动的加速度问题．因这种方法是在解题中逐步推出
加速度式．不用繁琐的极坐标公式�易于记忆和掌
握．
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