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摘要：主要研究了型－Α半群的富足拟理想�证明了在型－Α半群 S 上存在富足拟理想�其上的幂等可分良同余可扩张为 S 上
的幂等可分良同余．
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1　若干准备

文中一般定义及记号均参见［1－8］．
令 S 为半群�S 上的 Green∗－关系 L∗及 R∗

可等价的定义如下：
L∗＝｛（a�b）∈S×S：（∀x�y∈S1） ax＝ ay⇔

bx＝by｝
R∗＝｛（a�b）∈S×S：（∀x�y∈S1） xa＝ ya⇔

xb＝yb｝
引理1．1［1］　令 S 为半群�a�b∈ S�e＝ e2�则

以下各款等价：
（ i） aL∗（ aR∗ e）；
（ ii） a＝ ae（ a＝ ea）且∀x�y∈S1�ax＝ ay⇒ ex

＝ ey（xa＝ya⇒xe＝ye）．
众所周知�L∗是上的右同余�R∗是上的左同

余．一般地�L⊆L∗且 R⊆R∗．但当 a�b 是正则元
时�aL∗ b（ aR∗ b）当且仅当 aLb（ aRb）．为方便记�我
们用 L∗a 表示含的 L∗－类�用 R∗a 表示含的 R∗－
类．E（T）表示 T 中的幂等元集．记 a＋为 E（R∗a ）中
元�a∗为 E（L∗a ）中元．半群 S 称为富足的�如果它
的所有的 L∗－类及 R∗－类都含幂等元；富足半群

S称为拟适当的�如果 S 的幂等元集是 S 的子半
群．拟适当半群 S 称为适当的�如果它的幂等元集
形成半格．富足半群 S 称为 IC的�如果对任意 a∈
S�a∗∈L∗a∩E（S）�a＋∈R∗a∩E（S）�存在双射θ：
＜ a＋＞→＜ a∗＞�其中＜ a＋＞是满足 x＝ xa＋＝
a＋ x 的幂等元x 生成的S 的子半群．一个型－Α半
群可等价的定义为 IC的适当半群．

令 S 为富足半群且 a�b∈ S�在 S 上按如下定
义三种关系：

a≤ rb⇔R∗a≤R∗b 且存在幂等元 e∈R∗a 满足 a
＝eb；a≤ lb⇔L∗a≤L∗b 且存在幂等元 f∈L∗a 满足 a
＝bf；a≤b＝ a≤ r∩≤ lb；即 a≤b 当且仅当存在幂
等元 e∈R∗a �f∈L∗a 满足 a＝ eb＝bf；

引理1．2［7］　令 S 为富足半群�则 S 是 IC的当
且仅当≤＝≤ r∩≤ l．

引理1．3［6］　令 S 为型－A 半群�a�b∈S 且 a
≤b�则对任给的 c∈S�ac≤bc�ca≤ cb．

按 El－Qallali及Fountain［1］�半群 S 上的同余保
持 L 及 R 关系但未必保持 L∗及 R∗关系�保持 L∗

及 R∗关系的同余称为良同余．郭［5］研究了拟适当
半群上的幂等可分良同余．

引理1．4［5］　令ρ为拟适当半群 S 上的良同
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余�则ρ幂等可分⇔ρ⊆H∗．
令 M为半群 S 的子半群�若 MSM⊆M�则称 M

为 S 的拟理想．拟理想 M称为富足的�若它是一富
足半群．半群 S 的幂等元子集 F 称为 E（S）的序理
想�若∀f∈F�e∈ E（S）�e≤ f⇒ e∈F．若∀e�f∈
F�S（e�f）≠Φ�则称 F为 E（S）的双序理想�这里 S
（e�f）＝｛g∈E（S）：ef＝ egf�ge＝ g＝ fg｝［6］．

2　主要结果

命题2．1　令 S 为 IC 拟适当半群且 Q为 S 的
拟理想．AQ为 Q中的所有富足元素的集合．则以下
各款成立：
1） E（Q）是 E（S）的双序理想；2） AQ是 S 的序

理想；3） AQ是S 的富足拟理想；4） AQ是 IC拟适当
半群．

证明　1） 令 e＝E（Q）�f∈E（S）且 f≤ e�则 f
＝ef＝ fe＝ efe∈QSQ⊆Q�于是 f∈E（Q）．又令 f�g
∈E（Q）�因 S 为拟适当半群�故 fg 为幂等元�可设
x为 fg 的逆元．易证 gxf∈S（e�f）∩E（Q）．因此 E
（Q）是 E（S）的双序理想．
2） 先证 AQ是 S 的富足子半群．令 a�b∈AQ�

则存在幂等元 a＋�b∗∈ E（Q）满足 aR∗（ Q） a＋及
bL∗（Q）b∗．注意到 abL∗（S）（ ab）∗�因 L∗是右同
余�故 abL∗（S）（ ab）∗ b∗．显然（ ab）∗ b∗∈ E（ S）
且（ ab）∗ b∗≤ lb∗又 S 是 IC 的�由引理1．2�（ ab）∗

b∗≤b∗．从而（ ab）∗ b∗∈E（Q）．于是我们有 abL∗

（Q）（ ab）∗ b∗．同理 abR∗（ Q） a＋（ ab）＋．因此 AQ
是 S 的富足子半群．

下证 AQ 是 S 的序理想．令 x∈ S�a∈AQ 且 x
≤ a�则 x＝ ea＝ af�其中 e∈ E（R∗x ）�f∈ E（L∗x ）．
于是 x＝ a＋ ea．又 Q为 S 的拟理想�故 x∈Q．另一
方面�由 R∗是左同余�得 x＝ a＋ xR∗（ S） a＋ e．显
然 a＋ e≤ ra＋．又 S 是 IC 的�由引理1．2�a＋ e≤
a＋．根据（1）知�a＋ e∈E（Q）且有 xR∗（Q） a＋ e．类
似地�xL∗（ Q） fa∗�其中 fa∗∈ E（ Q）．因此�x∈
AQ．即 AQ是 S 的序理想．
3） 令 a�b∈AQ�x∈ S．则 axb∈Q．另一方面�

axbL∗（S）（ axb）∗．因 L∗是右同余�故 axbL∗（ S）
（axb）∗ b∗．显然�（ axb）∗ b∗≤ lb∗�又 S 是 IC 的�
于是由引理1．2�（ axb）∗ b∗≤ b∗．又由（1）�（ axb）∗

b∗∈ E （ Q）．因而 axbL∗ （ Q） （ axb）∗ b∗．同理�
axbR∗（Q） a＋（ axb）＋且 a＋（ axb）＋∈ E（ Q）．因此
axb∈AQ．即 AQ是 S 的富足拟理想．

4） 只需证 AQ 是 IC 的．这可由（3）及 IC 定义
可直接证得．

命题2．2　令是 IC拟适当半群且 F是 E（S）的
双序理想�记 M＝｛a∈ S：a∗∈F∩L∗a �a＋∈F∩
R∗a｝�则 M 是 S 的富足拟理想且 F＝ E（M）．特别
地�M＝∪｛uSv：u∈F�v∈F｝．

证明　令 F 是 E（S）的双序理想�则∀a�b∈
M�x∈ S 我们有 axbL∗（ S）（ axb）∗．因 L∗是右同
余�故 axbL∗（ S）（ axb）∗ b∗．显然（ axb）∗ b∗≤b

∗．
又 S 是 IC的�于是由引理1．2�（ axb）∗ b∗≤ b∗�进
而（ axb ）∗ b∗∈ F．类似地可证�axbR∗ （ S ） a＋

（axb）＋�且 a＋�a＋（ axb）＋∈ F．因而 axb∈ M．即
MSM⊆M．显然 M是富足的�因此 M是 S 的富足拟
理想．

下证 F＝E（M）．显然 F⊆ E（M）�因而只需证
反包含．令 e∈E（M）�则存在幂等元 e∗�e＋∈F�满
足 e＋R∗（M）eL∗（M）e∗．但 S 是型－A 半群�则有
e＝ e＋＝ e∗∈F因而结论成立．
现在我们证 M＝∪｛uSv：u∈F�v∈F｝．只需证

逆包含即可．令 a∈ uSv�其中 u�v∈F�则∃x∈ S�
使得 a＝ uxv．注意到 uxL∗（S）（ ux）∗．因 L∗是右同
余�于是 uxvL∗（S）（ ux）∗ v．显然（ ux）∗ v≤ lv．又 S
是 IC的�于是由引理1．2�（ux）∗ v≤v�进而（ ux）∗ v
∈F．类似地�可证 uxvR∗（S） u（xv）＋∈F．因此 uxv
∈M�至此完成命题证明．

令 R是半群 S 上的一个关系�a�b∈S�则
（ a�b）∈R＃⇔ a＝ b 或 a＝ z1→ z2→…→ zn－1

→zn＝b　（ n∈N）
其中 z i→ z i＋1表示 z i＝ uiaiv i�z i＋1＝ uibiv i 且

（ ai�bi）∈ρ　（1≤ i≤ n）我们称上述序列为连接 a�
b 的基本 R－传递序列［8］．
定理2．3　令 S 为型－Α半群�则以下成立：
1） ∀e�f∈E（S）�eSf 是 S 的拟理想；
2） ∀e�f∈E（S）�若 eSf 是S 的富足拟理想�则

eSf 是型－Α半群且∀a∈ eSf 有 a∗＝ a∗ e�a＋＝
fa＋；
3） 若 eSf 是 S 的富足拟理想�则 eSf 上的同余

都可扩张为 S 上的同余．
证明　1） 显然成立．
2） ∀e�f∈E（S）�令 eSf 是S 的富足拟理想�则

由命题2．1�易证 eSf 是型－Α半群．又令 a∈ eSf�
则 aL∗（eSf） a∗�aR∗（eSf） a＋．于是

a∗＝ ea∗＝ a∗ e�a＋＝ a＋ f＝ fa＋．
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3） 令ρ是 eSf 上的同余�记ρ＃是由ρ生成的S
上的同余�我们只需证ρ＝ρ＃∩ eSf× eSf．显然ρ⊆
ρ＃∩ eSf× eSf．反之�令（x�y）∈ρ＃∩ eSf× eSf�则有
x＝y 或存在序列 x＝x1→x2→…→xn＝y 满足

xi＝ uiaiv i�xi＋1＝ uibiv i�其中 ui�v i∈ S1�（ ai�
bi）∈ρ　（1≤ i≤ n）
又 x＝ exf�y＝ eyf�故上述序列可用下面序列代

替

x＝ ex1f→ ex2f→…→ exnf＝y
又由 （2）知�exif ＝ euiaiv if ＝ euia＋i aia∗i v if ＝

euifa＋i aia∗i ev if＝（euif） ai（ev if）．
类似地�exi＋1f＝ euibiv if＝（euif） bi（ev if）．
而（ ai�bi）∈ρ且 euif�ev if∈ eSf�于是 （ exif�

exi＋1f）∈ρ（1≤ i≤ n）．故（x�y）∈ρ�反包含成立．
定理2．4　令 M为型A 半群S 的富足拟理想且

ρ为M上的幂等可分良同余�则以下各款成立：
1） aρb⇒ a∗＝b∗�a＋＝b＋　（∀a�b∈M）；
2） 若ρ＝1M�则ρ＃是 S 上的幂等可分良同余；
3） 若ρ＃是 S 上的幂等可分良同余�则ρ＝ρ＃

∩M×M．
证明　1） 因 S 是型A 半群�由命题2．1�M是S

的型 A 子半群．令 a�b∈M�且 aρb�则由引理1．4�
ρ⊆H∗（M）⊆L∗（M）．于是 aL∗（M） b�从而 a∗＝
b∗．类似地�a＋＝b＋2） 显然成立．
3） 首先注意到�若 s�t∈S�则（ s�t）∈ρ＃⇔ s＝

t 或存在序列
s＝ s1→ s2→…→ sn＝ t　（ n∈N）

其中 si→ si＋1意味着 si＝ uiaiv i�si＋1＝ uibiv i 且
（ ai�bi）∈ρ　（1≤ i≤ n）

假设 si∈M�我们证 si＋1∈M且 si�si＋1有ρ关
系．因ρ及ρ＃均为幂等可分良同余且（ ai�bi）∈ρ�

我们有 s∗i＋1＝ s∗i �s＋i＋1＝ s＋i �a∗i ＝b∗i �及 a＋i ＝b＋i ．
于是有

si＋1＝ s∗i si＋1s∗i ＝ s＋i uia＋i bia∗i v is∗i ＝（ s∗i uia＋i ）
bi（ a∗i v is∗i ）．
因 M为富足拟理想�故 wi＝（ s＋i uia＋i ）∈MSM⊆M�
z i＝（ a∗i v is∗i ）∈MSM⊆M�于是 si＋1∈M．又（ ai�bi）
∈ρ�从而（wiaiz i�wibiz i）∈ρ．即（ si�si＋1∈ρ．因此�
若 s∈M且（ s�t）∈ρ＃�则 t∈M且（ s�t）∈ρ．换言
之�ρ＃∩M×M⊆ρ．反包含是显然的．因此�ρ＝ρ＃

∩M×M．
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Quas-i ideals and Type A Semigroups

LI Chun-hua

（School of Natural Science�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract： In this paper�we study abundant quas-i ideals on type－A semigroups．We prove that there exists an idempo-
tent-separated good congruence on an abundant quas-i ideal of a type-A semigroup S�which can be extended to an idem-
potent-separated good congruence on S．
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