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刚体平面运动理论的扩大应用
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摘要：把作为平面运动的实际刚体概念扩展成一个平面运动的抽象质点系�以此为动系�用刚体平面运动理论来解无载体牵
连的点在平面上复合运动问题．并用极坐标法和例题进行了验证．
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　　刚体平面运动是一种常见运动�此运动可分解
为平动和转动．如在刚体上取基点 A 建平动坐标
系�则刚体上任一点 M与基点 A 的速度、加速度关
系式为：

υM＝υA＋υMA＝υA＋ωA× r
αM＝αA ＋ατMA ＋αnMA ＝αM＋εM× rM＋ωM×

（ωM× rM）

1　刚体平面运动理论的扩大应用

已知质点 A 作平面曲线运动�相对于定点 O的
r＝ r（ t）�φ＝φ（t）

由文献［1］�A点速度υA＝ r·er＋ rφ· eφ （1）
υA＝ r·＋φ·× rA见图1．
A 点加速度αA＝ dυA

dt ＝ d（ r·er＋ rφ　·eφ）
dt

＝（ r··－ rφ·2） er＋（ rφ··＋2r·φ·） eφ （2）
对照图2�上式可改写为
αA＝ r··＋φ·×（φ·× r）＋φ·× r）＋2φ·× r· （3）
现有与 A 点在同一平面上作曲线运动的 B 点�

B点相对于 A 点的距离 R＝R（ t）�θ＝θ（t）．为求 B
点的绝对运动�建立一个抽象的包含点 A 和点 B′的
作平面运动的质点系．（用虚线表示�见图3）．

B′点为此质点系上与动点 B 重合的点�即质点
系对点 B的牵连点．以 A 点为基点�在 A 点上另建
立一个平动坐标系�则运用刚体平面运动理论�在
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此刚体上 B′的速度�υ′B＝υA＋υ′BA＝υA＋（θ·＋φ·）×
R．必须指出因为 A 点作曲线运动�（（θ·＋φ·）才是质
点系相对 A 点平动坐标系的角速度�即质点系的绝
对角速度［1］．根据点的合成运动理论�动点 B 的速
度为υB＝υe＋υr�υe�υe为动系上与动点重合的 B′点
的速度�υ′B�υr为动点相对动系的速度υr＝R·．

所以　υB＝ r′B＋R·

＝ rA＋（θ·＋φ·）×R＋R·代入（1）
＝ r·＋φ·）× r＋（θ·＋φ·）×R＋R· （4）
动点 B的加速度αB＝αe＋αr＋αk （5）
因为动系的牵连运动为平面运动�所以（5）式

含αk�αk＝2（θ·＋φ·）×R·

式中αk见（3）式
ατB′A＝（φ··＋φ·）×R�αnB′A＝（θ·＋φ·）×［（θ·＋φ·）

×R］
αr＝R··

所以　αB＝ r··＋φ· ×（φ· × r）＋φ··× r＋2φ·× r·

＋（θ··＋φ··）×R＋（θ·＋φ·）×［（θ·＋φ·）×R） ］＋R··＋2
（θ·＋φ·）×R· （6）

2　验证

现在用极坐标法解同类问题对1结果加以验
证．已知条件同前�求 B 点的绝对速度和绝对加速
度．由前述（1）、（3）式

υA＝ r·＋φ·× r

αA＝ r··→
－＋φ·×（φ·× r）＋φ··→

－ × r＋2φ·× r·

在 A 点建平动坐标系．B 点相对此动系的运动
用极坐标表示为 R＝R（ t）�θ＝θ（t）．此时牵连运动
为平动�见图4．

υB＝υe＋υr�υe＝υA
由（1）式υr＝R·＋（θ·＋φ·）×R
因为 A 点作曲线运动�B 点相对平动坐标系的

角速度矢量为（θ·＋φ·）�角加速度矢量为（θ··＋φ··）所
以υB＝υA＋υr

＝ r·＋φ·× r＋（θ·＋φ·）×R＋R·与（4）式相同．
比较图（3）和图（4）�可以看出刚体平面运动理

论解与极坐标解法的数学区别仅是矢量合成的次

序不同�物理区别是选用了作不同运动的动系．
动点加速度αB＝αe＋αr（此时无αk！）
αe＝αA＝ r··＋φ·×（φ·× r）＋φ··× r＋2φ·× r·

只要将（3）式中相对定点的φ·改写成（θ·＋φ·）即
可写出相对平动坐标系的αr．

所以　αr＝R··＋（θ·＋φ·）×［（θ·＋φ·）×R ］＋（θ··

＋●··）×R＋2（θ·＋φ·）×R·

αB＝ r··＋φ·×（φ·× r）＋φ··× r＋2φ·× r·＋（θ··＋
φ··）×R＋（θ·＋φ·）×［（θ·＋φ·）×R ］＋R··＋2（θ·＋φ·）
×R·与（6）式完全相同．

3　算题

A、B两机在同平面飞行�机 A 以匀速υA绕航空
母舰O作 r圆弧飞行�并用雷达追敌机 B�在某瞬间
测得 R·�R··�φ�φ·�φ··

如图5�求此时机 B 的绝对速度
和加速度．

解：建立一个包含机 A 和 B′点（机 B 的重合
点）的作平面运动的质点系．由（4）式：

υB＝υA＋（θ·＋φ·）×R＋R
υBx＝υAsinθ＋（θ·＋φ·）R
υBy＝υAcosθ＋R·

式中φ·＝υA
r

υB＝［υAsinθ＋（θ·＋φ·）R ］ i＋［υAcosθ＋R· ］→
j
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　　动点αB＝αe＋αr＋αk如图6
式中αe＝αA＋ατB′A＋αnB′A
αA＝φ·×（θ·× r）
ατB′A＝θ··×R（由于φ··＝0）
αnB′A＝（θ·＋φ·）×［（θ·＋φ·）×R］
αr＝R·

αk＝2（θ·＋φ·）×R·

∴αbx＝2（θ·＋φ·）R·－θ··R＋（φ·）2rcosθ
αby＝R··－（θ·＋φ·）2r－（φ·）2rsinθ
αB＝αbxi

·＋αbyj

4　结论

1） 质点相对定系的绝对运动与所选动系无关�
但牵连和相对运动随动系而转化．因此

υe、αe、υr、αr、αk可呈现不同的组合形式．
2） 平面运动法和极坐标法都能解决平面上点

的合成运动问题．前者把平面运动作为牵连运动
（相对运动简单）�后者重在极坐标表示的相对运动
（牵连运动简单）�这是两种各有侧重的研究方法．

3） 平面运动法适于解已知质点作平面曲线运
动的加速度问题．因这种方法是在解题中逐步推出
加速度式．不用繁琐的极坐标公式�易于记忆和掌
握．
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