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logistic模型在裂纹检测概率曲线拟和中的应用
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摘要：提出了一种适合于描述无损检测概率曲线的经过修正的 logistic回归模型�并运用最小二乘原理�利用非线性回归分析�
结合高斯－牛顿迭代法�给出了求解该模型中未知参数的具体思路与方法．同时结合具体算例�对该模型的拟和优良性进行
评估分析．计算结果表明�该模型的预测值与实验值吻合良好�有较高的预测精度．
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　　按飞机结构损伤容限设计要求�在结构存在损
伤时�结构的剩余强度降低至规定值之前�其损伤
能被及时检测出来并加以维修�以保证飞机结构的
安全性．因此可以说飞机结构的安全在一定程度上
依赖于无损检测的能力．无损检测可靠性是指无损
检测方法对缺陷的检出能力�是用该方法检出特定
类型、特定尺寸缺陷有效性所做的一种度量［1］．为
了直观地表征无损检可靠性的高低�引入裂纹检出
概率（Probability Of Detection�short for POD）曲线�它
是无损检测可靠性研究的基础．因而�如何建立、以
及建立怎样的适合于描述 POD曲线的数学模型�是
检测问题的关键．国际上 Packman、Lewis、Yang、
Berens 和 Hovey 等学者曾对此进行了大量的研
究［2］�提出了十几种数学模型�其中的几种如
Weibull概率模型得到了广泛的应用．

置信度（Confidence Level �short for CL）是裂纹检
出概率的可信度．裂纹检出概率和置信度的选择是
任意的�通常选用 POD／CL 为90／95［1］．本文也是按
这种要求采用等裂纹尺寸间隔法对数据进行统计�
利用文献［3］介绍的方法求解 PL（长度为 ai 的裂纹
所对应的检出概率 Pi 的置信下限）．在对几种 POD
曲线模型进行分析研究的实践过程中�提出了一种

拟合 POD曲线的 logistic模型�通过非线性最小二乘
法和高斯－牛顿迭代法确定该模型的未知参数�并
从回归方程预测的准确性与相关系数检验的角度�
对该模型进行分析评价．实践表明�该回归模型能
够较好地描述检出裂纹长度的概率分布规律�有一
定的实用性．

1　裂纹数据统计方法［4］

裂纹的每一次检测结果是一个二分类因变量：
裂纹被检出或未被检出．同一裂纹区间的 N次独立
检测�裂纹检出数 S 服从二项分布�

　　　　P（S＝SN）＝CSNN PSN（1－P）N－SN（1）
其中�P未知�若某次试验中裂纹检出数为 SN�

则 P的点估计值 P＾可用公式（2）表示�
　　　　P＾＝SN／N （2）
检出概率 P 的置信下限 PL 应满足公式（3）给

定的概率条件�

　　　　P（S＝SN）＝ΣN
i＝1C

i
NPiL（1－PL）N－ i （3）

置信下限 PL 可按满足条件（3）�并经过简化得
到的公式（4）求出�
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PL＝ n2
n1＋ n2X （4）

其中�
n1＝2（N－SN＋1）　　F分布上自由度；
n2＝2SN　　　　　　F分布下自由度；
X＝Fα（ n1�n2）　　对应于α×100％的 F 分布

上百分位点．

2　logistic回归模型与二分类因变量
由于对应长度为 ai裂纹的每次检测结果

P（D｜ai）是一个二分类因变量�并且裂纹检出概率
P（D｜ai）与裂纹长度 ai（ i＝1�2�… n）之间的非线
性关系通常是单调递增函数�即随着裂纹长度 ai 的
增加其检出概率也应随之单调递增�但这种增加是
有限制的�即要求 P（D｜ai）的值在区间（0�1）上．一
个自然的选择�便是找到一个不依赖于对模型本身
参数的约束而满足上述条件的、其分布曲线具有 S
形状的概率分布模型�而 logistic 概率分布模型恰好
具有这些特点．同时�大量实践发现�ai～ P（D｜ai）
关系散点图和 logistic 分布模型曲线的趋势比较接
近�进一步研究表明�logistic概率分布模型能够描述
二分类因变量的分布特点�比较适合于小裂纹段的
裂纹检出概率曲线的拟合．为了使用方便�简化运
算�本文采用经过修正的 logistic 分布模型�如公式
（5）所示．

Y＝ f（X�α�β�γ）＝ 1
α＋exp（β－γX） （5）

对无损检测数据经过统计分析处理后�通过非
线性回归分析�估计出 logistic 回归模型的分布参
数�进而得到裂纹检出概率曲线．

3　logistic回归模型参数估计
3．1　初始优良参数的获取

对公式（5）进行变换�重新整理得到公式（6）�显
然�公式（6）对β�γ是线性的�对α则不然．

　　　　Z＝ln（1Y－α）＝β－γX （6）
可以从α的合适的估计值α0（比如α0＝0．05）

开始�然后求解由公式（6）得到的线性最小二乘方
程组（7）�从而得到的β�γ的最小二乘估计β0�γ0．
由于β0�γ0是在α＝α0条件下的得到的一组初始
解�因而�必须使α0按一定的步长增加�重复求解方
程组（7）�得到使得公式（8）表示的残差平方和 RSS

达到最小的α＾0�γ
＾
0．此时的α＾0�β

＾
0�γ

＾
0为α�β�γ初始

参数优良估计值．

nβ－γΣn
i＝1Xi＝Σn

i
1n（1Y i－α0）

βΣn
i＝1Xi－γΣn

i＝1X
2
i＝Σn

i
Xi1n（1Y－α0）

（7）

RSS＝Σn
i＝1［ Yi－ 1

α0＋exp（β0－γ0Xi） ］2 （8）
随后这些初始值作为高斯－牛顿法［5�6］初始值

进行迭代�仅需少数几次迭代就可求出公式 （5）所
表示的 logistic概率分布模型的分布参数α�β�γ的
最优估计值α＾�β＾�γ＾．
3．2　参数迭代求解

非线性回归分析中�应用较多的参数分析估计
方法是 Newton－Raphson 迭代法［6�7］和 Gauss－New-
ton迭代法［5�8�9］．这种方法是运用泰勒级数展开原
非线性回归函数�取其前两项�以线性函数来逼近
原非线性回归函数．本文采用 Gauss－Newton迭代法
进行求解．

记θ＝（α�β�γ）T�θ0＝（α＾0�β
＾
0�γ

＾
0）T�X＝（X1�

X2�…�Xn）T�Y＝（Y1�Y2�…�Yn）T．其中�θ表示公
式（5）中的未知参数所组成的3×1阶矩阵�X 表示
裂纹长度的观察值所组成的 n×1阶矩阵�Y 表示对
应于裂纹长度 X 的检出概率观察值所组成的 n×1
阶矩阵．同时�为表示方便�记 f （θ）＝ f （X�α�β�
γ）．根据泰勒级数有公式（9）�

f（θ）≈ f（θ0）＋Z（θ0）（θ－θ0） （9）
如果迭代估计是收敛的�经过简单变换�得到

未知参数最终近似迭代表达式�如公式（10）所示�
θi＋1＝θi＋［ ZT（θi）Z（θi） ］－1ZT（θi）

［ Yi－ f（θi） ］ （10）
将初始优良估计值θ0＝（α＾0�β

＾
0�γ

＾
0）T 作为初值

代入上式（10）即可进行计算．其中�
　Z（θi）＝●f（θi）

●θTi
＝

　　

●f i（θi）／●α f1（θi）／●β f1（θi）／●γ
… … …

f i（θi）／●α f i（θi）／●β f i（θi）／●γ
… … …

fn（θi）／●α fn（θi）／●β fn（θi）／●γ n×3

（11）

由裂纹检出概率观察值 Y i 和 logistic 概率分布
模型的预测值 f（θi）之差（Y i－ f（θi））所组成的矩阵
随着迭代次数的增加逐渐趋近于零矩阵�因而保证
了迭代的收敛．
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3．3　模型优良性评估
模型未知分布参数求解完成后�需要评价模型

是否有效地描述反映了变量及模型预测值匹配观

察值的程度．如果模型预测值与对应观察值有较高
一致性�就认为这一模型拟合数据．有许多方法可
以对 logistic回归模型的拟合优度进行评价［10］�本文
仅从 logistic概率分布模型预测的准确性和相关系
数检验角度对该模型进行分析评价．

模型回归方程预测的准确性是评价模型拟合

优良性的指标之一�它有效地表征了预测值与观察
值的近似程度．设 yi 与 y＾i（ i＝1�2�… n）分别是对应
长度为 ai 的裂纹检出概率观察值和 logistic 概率分
布模型预测值．定义下列三式�

Q＝Σn
i＝1（yi－y＾i）2 （13）

R2＝1－Q／Σn
i＝1（yi－y－）2 （14）

σ＝ Q／n－2 （15）
式中�
y－—表示裂纹检出概率观察值的平均值；

Q—残差平方和�其值越小�表明所配函数的相
对误差越小；

σ—残差标准差�其值越小�表明所配函数的预
测值精确度越高；

R—也称为相关系数�其值越大�表明所配曲线
拟合效果越好；

关于回归方程的相关系数检验�常用的是相关
系数检验法．值得注意的是�公式（14）所定义的非线
性相关系数和线性回归的相关系数定义有所不同．
在显著水平为α�自由度为 n－2�且当 R＞γα�n－2时
认为该回归方程显著（γα�n－2为相关系数临界值�可
查表获取）．

4　算例

该算例的数据来源于45＃钢的孔边角裂纹某次
磁粉探伤的检测结果（数据项 a�N�SN 为原始数
据）�如下表1所示�表中有关数据已按文中介绍的
裂纹数据统计方法经过处理．

表1　无损检测试验数据

α N SN P^ n1 n2 X PL
2．0－3．0 243 81 0．3333 326 162 1．3215 0．2733
3．0－4．0 126 61 0．4841 132 122 1．3487 0．4066
4．0－5．0 135 84 0．6222 104 168 1．3646 0．5421
5．0－6．0 117 92 0．7863 52 184 1．4505 0．7093
6．0－7．0 108 104 0．9630 10 208 1．9027 0．8455
7．0－8．0 90 87 0．9667 8 174 2．0155 0．9152
8．0－9．0 63 62 0．9841 4 124 2．4497 0．9268
9．0－10．0 63 63 1．0000 2 126 3．0695 0．9535

注：表1中α表示检测到的裂纹长度（单位：mm）�X 为对应于α×100％的 F分布上百分位点�其它请参考本文第一小节．

4．1　参数估计
为了减少计算�该算例仅求出对应置信水平为

95％的 logistic概率模型分布参数（取表中裂纹区间
的上限值和 PL 进行分析求解）�平均检出概率模型
的分布参数的求解与此类似．按照本文介绍的方
法�经过计算�logistic概率模型的初始优良参数分别
为α＾0＝1．04�β＾0＝3．5584�γ＾0＝0．7977�残差平方和
RSS＝0．0053．然后利用 Gauss－Newton 迭代法进行
迭代�仅经过5次迭代即可得到最终分布参数α＝
1．010599�β＝3．024607�γ＝0．660799�残差平方和
RSS＝0．001780．因此�长度为 x 的裂纹概率分布函
数为

P（D｜αi＝x）＝ f（x）＝
　　　 11．010599＋exp（3．024607－0．660799x）

裂纹检出概率曲线如图1所示（图中的圆点表
示裂纹检出概率观察值的置信下限）．
4．2　模型评估

经过上述计算分析得到残差平方和 Q＝0．
00178�相关系数 R＝0．999815�残差标准差σ＝0．
0172�这三个参数均表明所选 logistic 回归模型能够
较好地描述检出裂纹的概率分布．同时�对于在α＝
0．05显著水平下通过查表得到相关系数临界值
γ0．05�6＝0．707�显然相关系数满足关系 R＞γα�n－2�
因此该 logistic回归方程在置信水平α＝0．05时显
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著．

5　小结

本文提出一种经过修正的 logistic 回归模型�并
给出求解这种模型未知参数的一般方法和思路�结
合算例�对 logistic 回归模型的拟合优良性行进评
估�结果表明该模型的预测值与实验值吻合良好�
有较高的预测精度．实践表明�该回归模型相对
Yang－Trapp提出的幂函数模型对未知参数没有约
束�使用方便．同时需要指出的是�文中所用到的相
关系数是在非线性方程化为线性方程的过程中对 f
（x）进行变换的基础上得到的�已不具有线性回归

方程的相关系数的意义�但一般来说�它们可以作
为曲线拟和好坏的参考�而不能确切地表明 x 与 f
（x）间的拟和情况［11］．值得注意的是�利用柯尔莫哥
洛夫检验与卡方拟和优度检验均不能对检出裂纹

长度是否服从 logistic分布进行检验�这是由于本文
对裂纹采用与上述两种检验不同的数据统计方法

所致．
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The Application of Modified Logistic Model in Fitting of
the Flaw Testing Probability Curve

XIAO Peng�BAI Cun-ru

（School of Aeronautics�Northwestern Polytechnical University�Xi’an710072�China）

Abstract：The research in this paper presented a new modified logistic model which could satisfy the demand of data pro-
cessing of nondestructive testing．Used least squares�adopted nonlinear regression�and applied Gauss－Newton itera-
tion�by which introduced the detail estimation method of distribution parameter．The goodness of fit of the model was al-
so evaluated by integrating a group of concrete reliability test data．Computational result indicates that prediction values of
the proposed modified logistic model are in good agreement with the experimental results and the model is suitable for
matching testing probability curve and has the higher prediction accuracy and better flexibility．
Key words：nondestructive testing；logistic model；nonlinear regression；gauss-Newton；predictive accuracy
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