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双险种二项风险模型的破产概率
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摘要：讨论了索赔过程和保费收取次数均为二项分布的双险种风险模型�得到了其破产概率的一般公式和 lundberg不等式．
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1　模型的引入

在经典风险模型中�顾客索赔到达是用一个
poisson过程来描述的．近年来�在许多文献中�对经
典风险模型进行了推广�得到了许多比较完善的结
果．［1］中考虑了索赔到达为二项分布�保费收取为
poisson过程的风险模型．［2］中考虑了保费收取次数
为 poisson过程�索赔到达分布为 poisson和二项分布
的双险种风险模型�本文将讨论保费收取次数和索
赔到达均服从二项分布的双险种风险模型．模型如
下：

X（ n）＝ u＋ cM（ n）－Y（ n）－Z（ n）�
S（ n）＝ cM（ n）－Y（ n）－Z（ n）�
Y（ n）＝ΣN（ n）

i＝1Y i�Z（n）＝Σ
B（ n）

k＝1Zk
设 u＞0�c＞0�u是保险公司初始资本�c 是保

险公司单位时间收取的保费．以下随机变量都定义
在完备概率空间（Ω�F�P）上．
1）｛Y i�i＝1�2�3．．．｝�｛Zk�k＝1�2�3．．．｝是取

值于（0�＋∞）的独立同分布的随机变量序列�Y i 为
险种1的第 i次索赔量�Zk 为险种2的第 k 次索赔
量�假定；

E［ Yi ］＝ u1�E［ Zk ］＝ u2�D ［ Yi ］＝δ21�D ［ Zk ］＝

δ22；
2）｛Mn�n＝1�2�3．．．｝为时间段 ［0�n ］内保单

总数�服从二项过程�即．
P（M（ n）＝k）＝Cknpkqn－k；
3）｛Nn�n＝1�2�3．．．｝为时间段［0�n］内险种1

赔付次数�服从二项过程�即；
P（N（ n）＝k）＝Cknυkωn－k；
4）｛Bn�n＝1�2�3．．．｝为时间段［0�n ］内险种2

赔付次数�服从二项过程�即；
P（B（ n）＝k）＝Cknbkdn－k；
5）｛Mn�n＝1�2�3．．．｝�｛Nn�n＝1�2�3．．．｝�

｛Bn�n＝1�2�3．．．｝是相互独立的二项过程�且与
｛Y i�i＝1�2�3．．．｝�｛Zk�k＝1�2�3．．．｝相互独立；
6） X（ n）是保险公司在时刻 n的盈余资本．
为保证公司稳定经营�假定单位时间内平均保

费收入大于平均理赔额�即 cp＞ u1υ＋ u2b．
由此定义安全负荷系数ρ＝ cp

u1υ＋ u2b－1＞0．
定义破产时刻：Tu＝inf｛n≥1；X（n）＜0｝�最终破产
概率 Ψ（u）＝P（｛Tu＜∞｜X（0）＝ u｝．不失一般性�
假定存在γ＞0�使得 MY（γ）＝ E ［ eγY ］＜∞�Mz（γ）
＝E［ eγZ ］＜∞．矩母函数存在区间为（－∞�Z）．
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2　主要结果

引理2．1　盈利过程｛Sn�n＝1�2�3．．．｝是有下
列性质：
（1） ES（ n）＝ n（cp－ u1υ＋ u2b）＞0；（2）具有平

稳独立增量性．
定理2．2　①存在正数γ�使得 E ［ e－ rS（ n） ］＜

∞．
②存在函数 g（γ）＝1n（pe－ rc＋ q）（MY（ r） v＋

w）（Mz（ r）b＋d）�使得 E［ e－ rS（ n） ］＝ eng（ r）．
证明　①记 wi＝S（ i）－S（ i－1）�1≤ i≤ n．则

S（ n）＝wn＋wn－1＋．．．＋w1�
易知 wi 相互独立同分布．Ewi＝ E ［ S（ i）］－ E

［ S（ i－1） ］＝p－ u1v－ u2b＜＋∞�故｛wi｝服从强大
数定律．

记 W＝1nΣ
n

i＝1wi＝1nS（ n）�则 E［W］＝p－ u1v－
u2b．

由强大数定律�以概率1有 lim
n→∞
S（ n）
n ＝p－ u1v

－ u2b＞0．
故存在一个随机变量 T 为｛Y i｝�｛Zk｝�｛M

（n）｝�｛B（n）｝�｛N（n）｝的函数�
当 n＞T 时�以概率1有 S（ n）＞0�
而在 T 之前�只有有限保单收到次数和索赔次

数�则以概率为1有｜S（ n）｜＜∞�n≤T．
故∃r ＞0�使 E ［ e－ rS（ n）｜ n≤ T ］ ＜ ∞�E

［ e－ rS（ n）｜n＞T ］＜∞
则 E［ e－ rS（ n） ］＝ E ［ e－ rS（ n）｜n≤T ］·p（ n≤T）

＋E［ e－ rS（ n）｜n＞T ］·p（ n＞T）＜∞．
②证明：记 E［ e－ rS（ n） ］＝E ［ e－crM（n） ］ E ［ erY（ n） ］

E［ erZ（ n） ］＝ en1n（pe－ rc＋q）（MY（ r）v＋w）（Mz（ r） b＋d）
又 E［ e－ rS（ n） ］≠0�由①知 E［ e－ rS（ n） ］在任意有

限区间内有界�
故存在函数 g（ r）�使得 E［ e－ rS（ n） ］＝ eng（ r）．
所以 g（ r）＝1n（ pe－ rc＋ q）（MY（ r） v＋w）（Mz

（ r）b＋d）．
定理2．3　关于未知数 r 的方程（ pe－ rc＋ q）

（MY（ r）v＋w）（Mz（ r）b＋d）＝1有
一正根 r＝R�定义 R＝inf｛r｜g（ r）＝1�r＞0｝

为调节系数．
证明　令 g （ r）＝（ pe－ rc＋ q）（ MY （ r） v＋ w）

（Mz（ r）b＋d）

显然 g（0）＝1�g（0）＝－ cp＋ u1r＋ u2b＜0．可
知对充分小的△r∈（0�Z）有 g（△r）＜1．

当 r→ Z 时�g（ r）→∞故必存在 r∗∈（0�Z）�
使 g（ r∗）＝1．

又易知∀ε＞0�当 r∈（ r∗－ε�r∗）时�g（ r）＜
1；当 r∈（ r∗�r∗＋ε）时�g（ r）＞1．

故 R＝inf｛r｜g（ r）＝1�r＞0｝是方程 g（ r）＝1
的正解．

定理2．4　在风险过程｛Xn�n＝1�2�3．．．｝下�
设 R为调节系数�则

Ψ（ u）＝ e－Ru
E［ e－RX（Tu）｜Tu＜＋∞］．特别地：Ψ

（u）≤ e－Ru�∀u≥0．
证明　对 n≥1和 r＞0�我们考察
E［ e－ rX（ n） ］＝E［ e－ rX（ n）｜Tu＜ n ］·p（Tu＜ n）＋

E［ e－RX（n）｜Tu≥ n］·p（Tu≥ n） （1）
因为 X（ n）＝ u＋ cM（ n）－Y（ n）－Z（ n）�
故（1）式左端可写为：E ［ e－ rX（ n） ］ ＝ e－ ru·E

［ e－ rcM（n） ］·E［ erY（ n） ］·E［ erZ（ n） ］
＝ e－ ru·［（pe－ rc＋q）（MY（ r）v＋w）（Mz（ r） b＋

d） ］ n
而（1）式右端第一项中�X（n）可写为
X（ n）＝X（Tu）＋（M（ n）－M（Tu））＋（Y（ n）－

Y（Tu））＋（Z（ n）－Z（Tu））�
对于给定的 Tu：M（ n）－ M（Tu）�Y （ n）－ Y

（Tu）�Z（ n）－Z（Tu）�R（Tu）是相互独立的．
有 E［ e－ rX（ n）｜Tu≤ n］·p（Tu≤ n）
＝E［ e－ rX（Tu）｜Tu≤ n ］ E ［ e－ r（M（n）－M（Tu））｜Tu≤

n］ E ［ e－ r（Y（ n）－Y（Tu））｜Tu≤ n ］·E ［ e－ r（Z（ n）－Z（Tu））｜
Tu≤ n］·p（Tu≤ n）
＝E［ e－ rX（Tu）｜Tu≤ n ］·p（Tu≤ n）·［（ pe－ rc＋

q）（MY（ r）v＋w）（Mz（ r）b＋d） ］（ n－Tu）
选择 r＝R�则（1）式变为
e－Ru＝ E ［ e－RX（Tu）｜Tu≤ n ］·p （ Tu≤ n）＋ E

［ e－RX（Tu）｜Tu＞ n］·p（Tu＞ n） （2）
令 n→∞�则上式右端第一项变为 E ［ e－RX（n）｜

Tu＜∞］·p（Tu＜∞）
若能证明当 n→∞时�右端第二项为零�则定理

得证�以下将证明这点：
记α＝ cp－ u1r－ u2b＞0�β2＝ c2pq＋ vδ21＋

vwu21＋bδ22＋bdu22
（下转第166页）
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（上接第163页）
易知Var（R（n））＝β2．由于α＞0�考察△＝u＋

nα－βn23只要 n充分大�它是正的．
利用X（n）和△的大小关系将（2）式右端第二项

拆为两项有

E［e－RX（n）｜Tu＞n�0≤X（n）≤△］·p（Tu＞n�0≤
X（n）≤△）＋E［e－RX（n）｜Tu＞n�X（n）＞△］·p（Tu＞
n�X（n）＞△）≤p（0≤X（n）≤△）＋e－R△ （3）

由契比雪夫不等式 P （0≤ X （n） △y ） ≤
Var（X（n））
β2n43 ＝n－13
故当 n→∞时�（3）式右端将为零
故在（2）式中�令 n→∞�有 e－Ru＝E［e－RX（Tu）｜

Tu＜∞］·P（Tu＜＋∞）
即Ψ（u）＝ e－Ru

E［e－RX（Tu）｜Tu＜＋∞］�

又因X（Tu）＜0�故 E［e－rX（Tu）｜Tu＜∞］＞1
可得Ψ（u）≤e－Ru�∀u≥0．定理得证．
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