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利用矩阵的迹与行列式估计特征值的界
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摘要：设 A是具有正实数特征值λ1≥λ2≥…λn＞0的一个方阵�令1≤k≤l≤n�我们得到λ1＋λ2＋…λk 和λk＋λk＋1＋…＋λ1的上
界�并将得到的界与原有的上界做了简单比较．
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1　引　言

设 A∈Cn× n（ n≥2）（C为复数域）�且具有正特
征值λ1≥λ2≥…λn＞0�我们的目的在于利用 trA、
detA 来估计λ1＋λ2＋…＋λk 的界�特别的我们可以
得到单个特征值的界．对于λ1、λ2的界已经在［3］中
讨论过．对于λ1

λn
�其上界可在 ［1］中找到�文献 ［4］、

［6］讨论了λ1
λn
可能达到的最好的上界．

在所有不等式中�等号都可以取到（参看 ［6］）�
对于某些不等式�其等号成立的条件具有一般性：k
＝1�l＝ n�λ1＝λ2＝…＝λn．但是大多数不等式具
有下列性质：给定 k�存在方阵 A�使得不等式的等
号成立．

在［9］中�作者利用 k�l�n�trA�trA2�给出了λ1
＋λ2＋…＋λk 的可能达到的最好下界�我们称这个
下界为Wolkowicz－Styan界（简称WS 界）�在这个界
中 A 的特征值为实数就足够了�并没有要求特征值
为正的．
定理1．1　（［9］中的定理2．1）设1≤k≤ n�

则当 k≤ n／2时�有λ1＋λ2＋…＋λk≥k｛trA
n ＋

1
n（ n－1）（trA2－（trA）2

n） ）；

当 k≥ n／2时�λ1＋λ2＋…＋λk≥ k trA
n ＋（ n－

k） 1
n（ n－1）（trA2－（trA）2

n ）．
在本文中�我们对下面定理中的下界做了一些

改进�得到了一个更好的新的下界�结果比较优美�
并且将得到的新界与原有的界作了比较．

2　主要结果

在［2］中�作者提出了λ1＋λ2＋…＋λk�1≤ k≤
n的两个上界�下面给予介绍．
定理2．1　（［7］）设1≤k≤ n�则λ1＋λ2＋…＋

λk≤trA－（ n－k） ［（ ktrA）k·detA ］1／n－k． （1）
证明　这个结论来自下列不等式：
p1x1＋…＋pnxn
p1＋…＋pn ≥（ xp11 ＋…＋ xpnn ）1／（p1＋…＋pn）�

pi＞0�i＝1�2�…�n．
定理2．2　（［7］）设1≤k≤ n�则λ1＋λ2＋…＋

λk≤ k＋1detA·（1＋1
k ）

k（ trA
n＋1） n＋1． （2）
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为了得到我们的新的下界�需要引入下列引
理�其证明非常简单．
引理2．3　设｛di｝是一实数列�i＝1�2�…�n�

令 D＝1
n Σn
i＝1di�d＝1

t Σt
i＝1di�1≤ t≤ n�则有：1

n Σn
i＝1d

2
i

≥D2＋ t
n－ t（D－d）2�且等号成立时当且仅当 d1＝

…＝dt�和 dt＋1＝…＝dn成立．

证明　 e＝ 1
n－ t Σn

i＝ t＋1di＝ nD－dt
n－ t �根据 Chauchy

－Schwary 不等式有：Σn
i＝1d

2
i＝Σt

i＝1d
2
i＋ Σn

i＝ t＋1d
2
i≥

（Σt
i＝1di）

2

t

＋ Σn
i＝ t＋1di）

2

n－ t

＝ td2＋（ n－ t） e2＝ td2＋（ nD－ td）2
n－ t

＝ nD2＋ nt
n－ t（D－d）2

不等式两边同除以 n可到结果�并且当等号成
立时�上述不等号应全为等号�即可得结论．
引理2．4　（［1］） 若 q1�…�qn 是正实数�则对

于任意实数 p1�…�pn�有 min1≤ i≤ n
｛（ piqi｝≤Σn

i＝1Pi

Σn
i＝1qi

≤ max1≤ i≤ n

｛piqi｝成立�且两边的等号成立当且仅当
p1
q1＝…＝ pn

qn
成立．

由此我们得出下列结果：
定理2．5　设1≤k≤ n�则λ1＋λ2＋…＋λk≤k

｛trA
n ＋ n－k

nk （trA2－（trA）2
n ）｝． （3）

证明　由于λ1＋λ2＋…＋λn＝trA�λ21＋λ22＋…
＋λ2

n＝trA2．

令 D＝1
nΣn
i＝1λi＝trA

n �　d＝1
k Σk
i＝1λi�

由引理2．3知�trA2
A ＝Σn

i＝1λ
21
n ≥ D2＋ k

n－k （ D－

d）2＝（trAn ）2＋ k
n－k（

trA
n －Σk

i＝1λi

k ）2．

由λ1≥λ2≥…λn＞0�又由上面引理2．4有trA
n

≤Σk
i＝1λi

k �从而得到结论．
例：设 A＝diag（8�7�1�1�1）�容易计算 det A＝

56�trA＝8＋7＋1＋1＋1＝18�trA2＝82＋72＋12＋12

＋12＝116．

下面估计λ1＋λ2的界：

由（1）式知 λ1＋λ2≤trA－（5－2） ［（ 2trA ）2·
detA ］1／5－2＝18－3［（218

2·56］1／3≈15．35�
由（2）式知λ1＋λ2≤2＋1det A·（1＋12）2（ trA5＋1）5＋1

＝2＋156·（1＋12）2（ 185＋1）5＋1≈87．87�
由 （3） 式 知 λ1 ＋ λ2 ≤ 2｛trA5 ＋

5－210 （trA2－（trA）25 ）｝≈15．04�
可以看出我们由定理2．5得出的界比（1）式和

（2）式的界更精确．
进一步由定理2．5可以得出λk＋λk＋1＋…＋λl

的界：

推论2．6：λk＋λk＋1＋…＋λl≤（ l－ k＋1）｛trA
n

＋ n－ l
nl （trA2－（trA）2

n ）｝�1≤k≤ l≤ n．
证明　因为λk＋λk＋1＋…＋λl≤（ l－ k＋1）

λ1＋λ2＋…＋λl
l � （4）

其中对于λ1＋λ2＋…＋λl�

由定理2．5可知λ1＋λ2＋…＋λl≤｛l trA
n ＋

n－ l
nl （trA2－（trA）2

n ）｝�代入（4）式得
λk ＋λk＋1＋ … ＋λl ≤ （ l － k ＋1）｛trA

n ＋
n－ l
nl （trA2－（trA）2

n ）｝得证．
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（上接第163页）
易知Var（R（n））＝β2．由于α＞0�考察△＝u＋

nα－βn23只要 n充分大�它是正的．
利用X（n）和△的大小关系将（2）式右端第二项

拆为两项有

E［e－RX（n）｜Tu＞n�0≤X（n）≤△］·p（Tu＞n�0≤
X（n）≤△）＋E ［e－RX（n）｜Tu＞n�X（n）＞△］·p（Tu＞
n�X（n）＞△）≤p（0≤X（n）≤△）＋e－R△ （3）

由契比雪夫不等式 P （0≤ X （ n ） △y ） ≤
Var（X（n））

β2n43
＝n－13

故当 n→∞时�（3）式右端将为零
故在（2）式中�令 n→∞�有 e－Ru＝E ［e－RX（Tu）｜

Tu＜∞］·P（Tu＜＋∞）
即Ψ（u）＝ e－Ru

E［e－RX（Tu）｜Tu＜＋∞］�

又因X（Tu）＜0�故 E［e－rX（Tu）｜Tu＜∞］＞1
可得Ψ（u）≤e－Ru�∀u≥0．定理得证．
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