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多自由度反共振机械的模糊可靠性分析

黄志超
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摘要：把模糊概率论和多自由度反共振理论相结合起来�分析反共振频率的随机性、电动机转速的随机性、振动弹簧的不均匀
性�推导出了表达反共振区模糊子集的隶属函数及计算反共振机械模糊可靠度的计算公式．用此公式可以对反共振式机械进
行模糊可靠性检验和设计．并结合实例给出了具体的设计算例分析．
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1　引言

利用振动原理制造出各种生产机械及设备有

很多．反共振现象是二个或二个以上自由度振动系
统�满足一定条件时的特有现象�利用反共振原理
设计的设备有：减振器［1］ ［2］、多自由度反共振制样
粉碎机［3］、振动给料机［4］等．如图1当满足反共振条
件时�m1不振而 m2振动．在实际机械中�不能时时
满足反共振条件．如：由于各种随机因素的影响�m1
会在一定范围内发生变化．电动机的转速也会发生
随机变化�反共振本身又具有模糊性．本文从质量�
激振频率随机性的模糊性等方面对反共振模糊可

靠性进行分析．

2　反共振机械的力学模型及其响应

反共振机械可以简化为图1所示的力学模型．
根据影响刚度系数法［1］写出二自由度振动方程式
为：
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设 B1、B2分别为 x1、和 x2的振幅�则其解为：
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＝ F△（ω）
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（2）
其中

△（ω）＝ （k1＋k2）－m1ω2　　－k2
　　－k2　　　　k2－m2ω2 （3）

画出幅频曲线如图2：
3　反共振准则的模糊性及其隶属函数的确
定

　　由公式（2）可知�当ω0＝ k2
m2时�B1＝0�而 B2
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＝ Fk2�这种现象叫反共振．即当频率比
ω
ω0为1时�m1

的振幅为0�此时将发生反共振现象�“反共振”机械
主要是根据这一特性．要使机器处于理想的反共振
状态�这实际上是办不到的�只能使工作频率尽量
接近ω0�一般取λ＝0．95～1．05作为反共振区�这
就是反共振准则．

模糊性是由于事件的边界不清晰所造成的�由
定义可以看出反共振准则具有明显的模糊性．例如
我们是否可以说振动机械在激振频率为0．951ω0
时发生反共振�而在激振频率为0．949ω0时就不发
生反共振了呢？这种做法明显欠妥�因为从幅频响
应曲线（如图2）可以明显地看出�在频率比为0．949
与0．951处并无明显区别．所以反共振区是频率论
域上的一个模糊子集�需要将反共振区的边界进行
模糊化�使得反共振与非反共振之间存在中介过渡
状态�这种模糊状态可用隶属函数来表示［5］．
令ω＝ωj－ω0�隶属函数μ（ωj）应具有以下特

点：（ l）反共振与非反共振相互渗透；（2）在反共振区
的中点即频率比为1处反共振的隶属度为1�即μ
（ω0）＝1；（3）在反共振区与非反共振区的交点处模
糊性最大�即μ（0．95ω0）＝μ（1．05ω0）＝0．5．由以
上叙述可知�隶属函数μ（ωj）可取中间型正态隶属
函数［9］则：

μ（ωj）＝ e－（
ωj－ω0
b ）2 （4）

由于ωj＝0．95ω0时有μ（ωj）＝0．5
可解得 b＝0．06ω0：�故
μ（ωj）＝ e－（

ωj－ω00．06ω0）
2

（5）
隶属函数形状如图3所示．

4　反共振机械的模糊可靠性分析

反共振制样粉碎机的反共振频率ω0与参振质
量及支承弹簧刚度有关�参振质量是由振动台板、
击块、击环等构成．击块、击环移动时会对参振质量
产生一定影响（即 m2会在一定范围内变化）�假定
反共振频率ω0服从正态分布：ω0～N（μω0�σω0）．而
且电动机转动也会因为电压波动等外界原因产生

影响�它也具有随机性�假设电动机转速也符合正
态分布：ωj～N（μωj�σωj）．令ω＝ωj－ω0�由统计学
知识可知�也是服从正态分布的随机变量�其概率
密度函数为：

p（ω）＝ 1
2πσωe

－12
μω
σω

2
（6）

式中：μω为ω的均值；σω为ω的标准差．
μω＝μωj－μω0
σω＝（σ2ωj＋σ2ω0）

12
（7）
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由工程模糊概率论的知识 ［7］可知�反共振机
械发生反共振的模糊可靠度为：

R＝∫＋∞－∞μ（ωj）·p（ω）dωj （8）
将式（5）、式（6）、式（7）代入式（8）可得
R＝ 1

2πσω∫
＋∞－∞ e－（

μωj
－μω00．06μω0

）·e－（
μωj

－μω0
2σ2ω

）2dωj

（9）
对上式进行积分可得反共振机械模糊可靠

度［7］的计算公式

R＝ （0．06μω0）2
2σ2ω＋（0．06μω0）2 （10）

上式即为反共振机械的模糊可靠度计算公式�
当反共振式机械已经设计出来时�用式（10）即可计
算出该机械的模糊可靠度；若用来设计反共振机械
时�取反共振机械的工作频率均值与所选激振器的
频率均值相等�根据给定的模糊可靠度�由式（10）即
可计算出σ2ω�进一步可计算出反共振式机械的弹簧
刚度的允许偏差．以保证反共振机械能够有效地工
作．

5　反共振制样粉碎机算例分析

有一反共振制样粉碎机�其结构简图如图4所
示�由于振动过程中击块、击环移动时会对参振质
量产生一定影响�参振质量实质上是一个随机变化
的过程�参振质量为：18kg士1kg�制样粉碎机上装
有带偏心轮的电机�转速为1400r／min士50r／min�
电动机及安装框架质量为30kg�模糊反共振可靠度
为0．9时�振动弹簧的刚度．

激振频率ωj 可是随机变量�假定其服从正态分
布：
ωj～N（μωj�σωj （11）
式中：（μωj�σωj）＝（1400×2π60 �50×2π60×3）

＝（146．608�1．745） （12）
质量也是服从正态分布的一个随机变量：（μm2�

σm2）＝（18�0．333）kg 考虑到反共振时要求 μωj＝
μω0�由式（2）可知振动弹簧的刚度均值应为：

μk2＝μm2μ2ωj＝18×146．62＝386848．08 N／m
（13）

由式（2）根据可靠性理论［8］可推导出反共振频

率的标准差为：

σω＝ 1
2μ2m2

μm2
μk2

μ2m2σ
2
k2＋μ2k2σ2m2 （14）

因为ω＝ωj－ω0�且ωj�ω0均服从正态分布�故
ω也服从正态分布�且有：

　　　　　σω＝（σ2ωj＋σ2ω0）
12 （15）

由（14）、（15）可知：
σ2ω＝σ2ωj＋ 14μm2μk2 σ

2
k2＋

μk2
μm2

2
σ2m2 （16）

故有：σk2＝ 4μm2μk2（σ2ω－σ2ωj）－
μk2
μm2

2
σ2m2

（17）
将算例中的数据代入可得：

σk2＝10799．5N／m
根据3倍标准差原则弹簧刚度的许可偏差为：

△k2＝3σk2＝32398．5N／m
所以在满足模糊可靠度0．9的情形下�振动弹

簧的刚度应设计为：386848±32398．5N／m

6　结论

本文把模糊概率论和多自由度反共振理论相

结合起来�从反共振制样粉碎机实例出发�分析反
共振频率的随机性、电动机转速的随机性、振动弹
簧的不均匀性推导出了表达反共振区模糊子集的

隶属函数及计算反共振机械模糊可靠度的计算公

式�用此公式可以对反共振式机械进行模糊可靠性
检验和设计．
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k�　　 i＝1；
4k�i＝2；
2k＋1＋（ i－4）／2�i＝4�6�…�3k；
5k－（ i－3）／2�i＝3�5�…�2k＋1；
5k－（ i－1）／2�i＝2k＋3�2k＋5�…�3k＋1；
当 k 为奇数时�定义

θ（yi）＝

k�　　 i＝1；
4k�i＝2；
2k＋1＋（ i－4）／2�i＝4�6�…�3k＋1；
5k－（ i－3）／2�i＝3�5�…�2k＋1；
5k－（ i－1）／2�i＝2k＋3�2k＋5�…�3k；

由定义�θ在 C4k顶点集上函数值的集合为：
｛0�1�…�k－1｝∪｛k＋1�k＋2�…2k｝∪｛5k＋

1�…�7k－1�7k｝�
θ在P3k＋1顶点集上函数值的集合�当 k 为偶数

时为：
｛k｝∪｛4k｝∪｛2k＋1�…�7k／2－1｝∪｛4k＋1�

…�5k｝∪｛7k／2�…�4k－1｝�
当 k 为奇数时为

｛k｝∪｛4k｝∪｛2k＋1�…�（7k－1）／2｝∪｛4k＋
1�…�5k｝∪｛（7k＋1）／2�…�4k－1｝�

由θ函数值的集合�容易求得它在 C4k边上的
诱导值集合为：｛3k＋1�…�7k｝�在 P3k＋1边上的诱
导值集合为：｛1�2�…�3k｝．显然θ是优美标号�则
在此标号下�C4k∪P3k＋1是优美图．
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