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　　优美图的研究已经取得了很多成果．自从1975
年 A．Kotzig首先考虑了两个图之并�即不连通图的
优美性之后�人们在这方面做了大量的工作�主要
研究了路与路之并�路与圈之并�圈与圈之并�星与
星之并等的优美性问题．图 Cm∪Pn 是 Cm 与 Pn 的
不交并�1985年�Frucht 和 Salinas 猜想：Cm∪ Pn 优
美的充要条件是m＋ n≥7．关于 Cm∪Pn的优美性�
已知的主要结果有：C2x＋1∪ Px�x≥2是优美的；
C2x＋1∪ Px－2t�1≤ t≤? （ x－2）／2」是优美的；C2x＋1
∪Px＋m�m≥1�x≥2是优美的；C3∪ Pn�C4∪ Pn�
C5∪Pn的优美性也已解决．此问题的彻底解决将
是有意义的．

本文研究了 C4k∪ Pn 的优美性�证明了 n＝ k
＋2�2k＋1�2k＋2�2k＋3�3k�3k＋1时�它是优美
的．

1　基本概念和引理

人们已经证明了路的优美性�在本文中�我们
将要用到弱优美路的概念�它是优美路概念的推
广．下面首先给出它的定义．

定义（弱优美路）［1］　设有 n元非负整数集A＝
｛x1�x2�…�xn｝以及 n－1元自然数集 B＝｛y1�y2�

…�yn－1｝．设有 n个顶点的路 Pn�它的 n 个顶点依
次记为 ui�i＝1�2�…�n�做集｛u1�u2�…�un｝到集 A
＝｛x1�x2�…�xn｝的双射θ�记 ui 的象为θ（ui）∈A�
称θ（ui）为顶点 ui 的标号．于是产生 Pn 的边 uiui＋1
的标号θ′（ uiui＋1）＝｜θ（ ui）－θ（ ui＋1）｜．若集｛θ′
（u1u2）�θ′（ u2u3）�…�θ′（ un－1un）｝＝B�即 Pn 的 n
－1条边集到集 B＝｛y1�y2�…�yn－1｝的映射θ′也
双射�则称带有顶点标号的路 Pn 为以 A 为顶点标
号集�以 B 为边标号集的弱优美路�称θ为弱优美
标号．

引理1［1］　设有非负整数集 A＝｛x1�x2�…�xn｝
及自然数集 B＝｛｝1�y2�…�yn－1｝�并且存在以 A 为
顶点标号集�以为 B边标号集的弱优美路 Pn�那么

1） 设 s是自然数�令 A1＝｛x1＋ s�x2＋ s�…�xn
＋ s｝�则存在以 A1为顶点标号集�以 B 为边标号集
的弱优美路 P′n；

2） 设 s是自然数�且使 A2＝｛s－x1�s－x2�…�
s－xn｝仍为非负整数集�则存在以 A2为顶点标号
集�以 B为边标号集的弱优美路 P′n；

引理2［1］　当 s＞2时�设有非负整数集 A＝
｛0�2�3�…�s｝�自然数集 B＝｛1�2�…�s－1｝�则存
在以 A 为顶点标号集�B 为边标号集的弱优美路
Ps�且使其左端点的标号为0．
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证明：用数学归纳法．当 s＝3�4�5时�弱优美路
P3�P4�P5各顶点具体的标号为：P3∶0�2�3；P4∶0�
3�4�2；P5∶0�4�3�5�2�所以结论正确．假定比 s 小的
所有大于2的正整数结论都正确．

当 s时（ s＞5）．先给出4个点的路 P4的弱优美
标号为 P4∶0�s－1�2�s�且其右端点标号为 s�由归
纳法假定知�存在以 A＝｛0�2�3�…�s－3｝为顶点标
号集�以 B＝｛1�2�…�s－4｝为边标号集的弱优美路
Ps－3�且使其左端点的标号为0�将此弱优美路的每
个顶点标号用 s 去减�由引理知�得到以 A1＝｛3�4�
…�s－2�s｝为顶点标号集�以 B＝｛1�2�…�s－4｝为
边标号集的弱优美路 P′s－3�且其左端点的标号为 s．
将两条弱优美路 P4与 P′s－3在标号 s 的顶点处连
接�于是得到一条以｛0�2�s－1�s｝∪｛3�4�…�s－2�
s｝＝｛0�2�3�…�s｝为顶点标号集�以｛s－3�s－2�s
－1｝∪｛1�2�…�s－4｝＝｛1�2�…�s－1｝为边标号集
的弱优美路 Ps�且其左端点的标号为0．因此 s时的
结论正确．引理2得证．

2　主要结论

在以下的定理中�我们都假设 C4k的顶点依次
为x1�x2�…�x4k�Pn 的顶点依次为 y1�y2�…�yn�．
下面给出本文的主要结论．

定理1　 C4k∪ Pk＋2是优美图�其中 k 为自然
数．

证明　定义 C4k∪Pk＋2顶点集上函数θ如下：
θ（xi）＝

（ i－1）／2　　 i＝1�3�…�2k－1；
1＋（ i－1）／2�　　 i＝2k＋1�2k＋3�…�4k－1；
5k＋2－ i／2�　　 i＝2�4�…�4k；
当 k 为偶数时�定义

θ（yi）＝
k�　　 i＝1；
3k＋2－（ i－1）／2�i＝3�5�…�k＋1；
2k＋ i／2�i＝2�4�…�k＋2；

当 k 为奇数时�定义

θ（yi）＝
k�i＝1；
3k＋2－（ i－1）／2�i＝3�5�…�k＋2；
2k＋ i／2�i＝2�4�…�k＋1；

由定义�θ在 C4k顶点集上函数值的集合为：
｛0�1�…�k－1｝∪｛k＋1�k＋2�…�2k｝∪｛3k＋

2�…�5k�5k＋1｝�
θ在 Pk＋2顶点集上函数值的集合�当 k 为偶数

时为：

｛k｝∪｛5k／2＋2�…�3k�3k＋1｝∪｛2k＋1�2k＋
2�…�（5k＋1）／2｝�

当 k 为奇数时为
｛k｝∪｛（5k＋3）／2�…�3k�3k＋1｝∪｛2k＋1�2k

＋2�…�（5k＋1）／2｝�
由θ函数值的集合�很容易求出它在 C4k边上

的诱导值集合为：｛k＋2�…�5k＋1｝�在 Pk＋2边上的
诱导值集合为：｛1�2�…�k＋1｝．

由上面θ值的集合及诱导值的集合�可以推得
下面结论：

（1）显然有0≤θ≤5k＋1�其中5k＋1为 C4k∪
Pk＋2的边数；

（2）θ在 C4k�Pk＋2�各自顶点集上的标号没有相
同的�它们之间的顶点标号也没有相同的�即 C4k∪
Pk＋2的顶点标号满足 u≠v 时�θ（u）≠θ（v）；

（3）θ使 C4k∪Pk＋2边上的诱导值互不相同．
由以上（1）�（2）�（3）三点可知�θ是优美标号�

则在此标号下�C4k∪Pk＋2是优美图．
定理2　C4k∪ P2k＋1是优美图�其中 k 为自然

数．
证明　定义 C4k∪P2k＋1顶点集上函数θ如下
θ（xi）＝

（ i－1）／2　　 i＝1�3�…�2k－1；
1＋（ i－1）／2�i＝2k＋1�2k＋3�…�4k－1；
6k＋1－ i／2�i＝2�4�…�4k；

θ（yi）＝
k�　　 i＝1；
3k＋1＋（ i－3）／2�i＝3�5�…�2k＋1；
3k－（ i－2）／2�i＝2�4�…�2k；

下面我们只给出θ在 C4k∪ P2k＋1顶点集上的
函数值集合以及边上的诱导值集合�其余证明过程
与定理1的证明类似�在此从略．以下各定理的证明
也一样．

由定义�θ在 C4k顶点集上函数值的集合为
｛0�1�…�k－1｝∪｛k＋1�k＋2�…�2k｝∪｛4k＋

1�…�6k－1�6k｝�
θ在 P2k＋1顶点集上函数值的集合为：
｛k｝∪｛3k＋1�3k＋2�…�4k｝∪｛2k＋1�…�3k

－1�3k｝�
由θ函数值的集合�求得它在 C4k边上的诱导

值集合为：｛2k＋1�…�6k｝�在 P2k＋1边上的诱导值
集合为｛1�2�…�2k｝易见θ标号是优美的�则在此
标号下�C4k∪P2k＋1是优美图．

定理3　C4k∪ P2k＋2是优美图�其中 k 为自然
数．
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证明　定义 C4k∪P2k＋2顶点集上函数θ如下：
θ（xi）＝

（ i－1）／2�　　 i＝1�3�…�2k－1；
1＋（ i－1）／2�i＝2k＋1�2k＋3�…�4k－1；
6k＋2－ i／2�i＝2�4�…�4k；
当 k≡0�3（mod4）时�定义

θ（yi）＝
k�　　 i＝1；
3k＋1－（ i－1）／2�i＝3�5�…�2k＋1；
3k＋ i／2�i＝2�4�…�2k＋2；

当 k≡1�2（mod4）时�定义

θ（yi）＝
k�　　 i＝1；
3k＋1＋（ i－1）／2�i＝3�5�…�2k＋1；
3k＋2－ i／2�i＝2�4�…�2k＋2；

由定义�θ在 C4k顶点集上函数值的集合为
｛0�1�…�k－1｝∪｛k＋1�k＋2�…�2k｝∪｛4k＋

2�…�6k�6k＋1｝�
θ在 P2k＋2顶点集上函数值的集合�当 k≡0�3

（mod4）时为
｛k｝∪｛2k＋1�…�3k－1�3k｝∪｛3k＋1�3k＋2�

…�4k＋1｝�
当 k≡1�2（mod4）时为
｛k｝∪｛3k＋2�3k＋3�…�4k＋1｝∪｛2k＋1�…�

3k�3k＋1｝�
由θ函数值的集合�求得它在 C4k边上的诱导

值集合为：｛2k＋2�…�6k＋1｝�在 P2k＋2边上的诱导
值集合为｛1�2�…�2k＋1｝则在此标号下�C4k∪
P2k＋2是优美图．
定理4　C4k∪ P2k＋3是优美图�其中 k 为自然

数．
证明　定义 C4k∪P2k＋3顶点集上函数θ如下
θ（xi）＝

（ i－1）／2�　　 i＝1�3�…�2k－1；
1＋（ i－1）／2�i＝2k＋1�2k＋3�…�4k－1；
6k＋3－ i／2�i＝2�4�…�4k；

θ（yi）＝
k�　　 i＝1；
3k＋1－（ i－3）／2�i＝3�5�…�2k＋3；
3k＋2＋（ i－2）／2�i＝2�4�…�2k＋2；

由定义�θ在 C4k顶点集上函数值的集合为
｛0�1�…�k－1｝∪｛k＋1�k＋2�…�2k｝�∪｛4k

＋3�…�6k＋1�6k＋2｝�θ在 P2k＋3顶点集上函数值
的集合为

｛k｝∪｛3k＋2�3k＋3�…�4k＋2｝∪｛2k＋1�…�
3k�3k＋1｝�

由θ函数值的集合�求得它在 C4k边上的诱导

值集合为：｛2k＋3�…�6k＋2｝�在 P2k＋3边上的诱导
值集合为：｛1�2�…�2k＋2｝．显然θ是优美标号�则
在此标号下�C4k∪P2k＋3是优美图．

定理5　C4k∪P3k是优美图�其中 k 为自然数．
证明　定义 C4k顶点集上函数θ如下
θ（xi）＝

（ i－1）／2　　 i＝1�3�…�2k－1；
1＋（ i－1）／2�i＝2k＋1�2k＋3�…�4k－1；
7k－ i／2�i＝2�4�…�4k；
先给路 P2k＋1标号如下

θ（yi）＝
k�　　 i＝2；
4k－1�i＝2；
5k－（ i－1）／2�i＝3�5�…�2k＋1；
2k－1＋ i／2�i＝4�6�…�2k；

则第2k＋1个顶点的标号为4k．由引理2�存在
以｛0�2�3�…�k｝为顶点标号集�以｛1�2�…�k－1｝
为边标号集的弱优美路 Pk�且其左端点的标号为
0�其中 k＞2．再由引理1�把｛0�2�3�…�k｝中的值分
别用4k 去减�就得到以｛4k�3k�3k＋1�…�4k－2｝
为顶点标号集�以｛1�2�…�k－1｝为边标号集的弱
优美路 P′k�且其左端点的标号为4k�把路 P2k＋1与
P′k在标号为4k 的顶点处连接�就得到路 P3k的弱
优美标号．

由定义�θ在 C4k顶点集上函数值的集合为：
｛0�1�…�k－1｝∪｛k＋1�k＋2�…�2k｝∪｛5k�

…�7k－2�7k－1｝�
路 P3k标号值的集合为
｛k｝∪｛4k－1｝∪｛4k�…�5k－1｝∪｛2k＋1�…�

3k－1｝∪｛3k�…�4k－2｝�
由θ函数值的集合�则它在 C4k边上的诱导值

集合为：｛3k�…�7k－1｝�在 P3k边上的诱导值集合
为：｛3k－1｝∪｛k｝∪｛k＋1�…�3k－2｝∪｛1�2�…�k
－1｝．综上所述�显然 C4k∪P3k是优美的．

定理6　C4k∪ P3k＋1是优美图�其中 k 为自然
数．

证明　定义 C4k∪P3k＋1顶点集上函数θ如下：
θ（xi）＝

（ i－1）／2�　　 i＝1�3�…�2k－1；
1＋（ i－1）／2�i＝2k＋1�2k＋3�…�4k－1；
7k＋1－ i／2�i＝2�4�…�4k；
当 k 为偶数时�定义

θ（yi）＝
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k�　　 i＝1；
4k�i＝2；
2k＋1＋（ i－4）／2�i＝4�6�…�3k；
5k－（ i－3）／2�i＝3�5�…�2k＋1；
5k－（ i－1）／2�i＝2k＋3�2k＋5�…�3k＋1；
当 k 为奇数时�定义

θ（yi）＝

k�　　 i＝1；
4k�i＝2；
2k＋1＋（ i－4）／2�i＝4�6�…�3k＋1；
5k－（ i－3）／2�i＝3�5�…�2k＋1；
5k－（ i－1）／2�i＝2k＋3�2k＋5�…�3k；

由定义�θ在 C4k顶点集上函数值的集合为：
｛0�1�…�k－1｝∪｛k＋1�k＋2�…2k｝∪｛5k＋

1�…�7k－1�7k｝�
θ在P3k＋1顶点集上函数值的集合�当 k 为偶数

时为：
｛k｝∪｛4k｝∪｛2k＋1�…�7k／2－1｝∪｛4k＋1�

…�5k｝∪｛7k／2�…�4k－1｝�
当 k 为奇数时为

｛k｝∪｛4k｝∪｛2k＋1�…�（7k－1）／2｝∪｛4k＋
1�…�5k｝∪｛（7k＋1）／2�…�4k－1｝�

由θ函数值的集合�容易求得它在 C4k边上的
诱导值集合为：｛3k＋1�…�7k｝�在 P3k＋1边上的诱
导值集合为：｛1�2�…�3k｝．显然θ是优美标号�则
在此标号下�C4k∪P3k＋1是优美图．
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