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混合进制广义Walsh变换的快速算法
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摘要：使用矩阵分解技术�提出了混合进制广义Walsh函数的一种新的复制方法�设计了混合进制 Walsh 函数阵的两种快速算
法．
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1　引言

Walsh函数是美国数学家Walsh于1923年提出
的一类完备正交函数系�特点是每个函数仅取＋1、
－1两个值．由于Walsh 变换只涉及加减运算�快速
算法的计算复杂度比 FFT、FCT 要小�且更容易在计
算机上实现�使Walsh函数在数字信号处理、图像编
码、小波分析、分形研究、遥控测控等诸多方面得到
了广泛应用．对于 Walsh 函数与 Walsh 序码复制理
论研究�国内一些学者取得了重要成果：张其善［1�2］

等提出平移与对称复制理论�较好地解决了二进制
与多进制广义 Walsh 函数的复制问题；王能超［3］等
提出二分演化模式�在 Walsh 函数计算机快速生成
上�提供了一种途径；施保昌［4�5］等使用的矩阵方
法�能够较好解决Walsh函数阵复制问题．

对一般的Walsh函数复制生成�文 ［1�2�6］作了
详细讨论�对混合进制的广义 Walsh 函数研究�文
［7］给出了混合进制Walsh定义�在其基础上�文 ［8］
讨论了混合平移复制方法．本文针对混合进制广义
Walsh函数阵�采用矩阵块复制方法�给出了一种新
的复制算法�相比文 ［8］�算法简单易处理；对混合
进制 Walsh 函数 Hadamard 阵�设计了两种快速算

法．

2　混合进制广义Walsh函数矩阵复制方法
设（Nn－1�Nn－2�…�N0）为一 p 进制Walsh函数

数列�其中 Ni∈｛0�1�…�p－1｝�i＝0�1�…�n－1�
那么 N（N＝pn）个Walsh函数对应的 Hadamard阵为
HN．首先考虑三进制情形�设ω3＝1的三个不同的
根1、a、b 其中有如下关系成立：

a2＝b�b2＝ a�a3＝b3＝ ab＝1 （1）
对三阶三值Walsh矩阵有：

　　　　H3＝
1　1　1
1　 a　b
1　b　 a

（2）

定义平移复制算子 C�对于矩阵 AN：
CAN＝AN＝ANIN�其中 IN为单位阵．
有以上关系�可定义组合算子：

　　　　H03＝ △ C　C　C
C　 aC　bC
C　bC　 aC

（3）

从而可以得到三值 Hadamard阵的复制方法：
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HN＝
HN／3　HN／3　HN／3
HN／3　 aHN／3　bHN／3
HN／3　bHN／3　 aHN／3

＝
C　C　C
C　 aC　bC
C　bC　 aC

⨂HN／3

＝H03⨂HN／3＝…＝H0⨂（ n－1）3 ⨂H3＝H0⨂ n3 ⨂［1］ （4）
其中 N＝3n．
对于 p 进制情形�令ωp＝1的 p 个不同复根为

1�γ�γ2�…�γp－1�则

Hp＝
1　1　…　1
1　γ　…　γp－1

1　γp－1　…　γ
（6）

定义广义组合算子：

Hcp＝
C　C　…　C
C　γC　…　γp－1C
　　…　
C　γp－1C　…　γC

（7）

对于 p值 Hadamard阵�可以进行 Hc
p 广义复制：

HN＝Hc⨂ n
p ⨂［1］�其中 N＝pn． （8）

对于 pN＝pn－1pn－2… p1p0个混合进制（ Nn－1�
Nn－2�…�N1�N0）广义 walsh 函数�对应的 Ladamard
阵为 HN�其中 Ni 为 pi 进制�i＝0�1�…�n－1．由
（6）、（7）可定义广义组合算子 Hc

pi�i＝0�1�…�n－
1�对 HN�可利用广义组合算子 Hc

pi进行块复制：
HN＝Hc

pn－1⨂Hc
pn－2⨂…⨂Hc

p0⨂［1］ （9）

3　混合进制广义 Walsh变换的快速算法

对于 p Nk＝ pkpk－1… p1p0个混合进制（ Nk�…�
N1�N0）广义walsh函数�对应的 Hadamard阵为 HNk�
其中 Ni 为 pi 进制�i＝0�1�…�k�k＝0�1�…�n－1．
则

HN＝HNn－1 （10）
对于 HNk

�k＝0�1�…�n－1�令ωpk＝1的 pk 个
不同复根为1�γk�γ2

k�…�γpk－1
k �则根据（6）：

Hpk＝
1　1　…　1
1　γk　…　γpk－1

k

　　…　
1　γpk－1

k 　…　γk

（11）

由（7）�（11）：

HNk＝

HNk－1　HNk－1　…　HNk－1

HNk－1　γkHNk－1　…　γpk－1k HNk－1

　　…　
HNk－1　γpk－1k HNk－1　…　γkHNk－1

（12）

对（12）进行矩阵分解：

HNk＝

HNk－1　HNk－1　…　HNk－1

HNk－1　γkHNk－1　…　γpk－1k HNk－1

　　…　
HNk－1　γpk－1k HNk－1　…　γkHNk－1

　　＝
HNk－1　0　…　0

0　HNk－1　…　0
　　…　
0　0　…　HNk－1

　　

INk－1　 INk－1　…　 INk－1

INk－1　γkINk－1　…　γpk－1k INk－1

　　…　
INk－1　γpk－1k INk－1　…　γkINk－1

　　　　　　
△

（ Ipk⨂HNk－1）SNk （13）
其中：

SNk ＝

INk－1　 INk－1　…　 INk－1

INk－1　γkINk－1　…　γpk－1k INk－1

　　…　
INk－1　γpk－1k INk－1　…　γkINk－1

＝ Hpk ⨂

INk－1 （14）
INk－1表示与 HNk－1同阶单位阵�k＝1�2�…�n－

1．
利用（10）、（13）进行递推�可得：
算法1：
HN＝HNn－1＝（ INn－1⨂HNn－2） ISNk－1

＝（ Ipn－1⨂（（ Ipn－2⨂HNn－3）SNn－2）SNn－1＝（ Ipn－1×pn－2⨂
　HNn－3）（ Ipn－1⨂SNn－2）SNn－1
＝…
＝（ I Π1

i＝n－1pj⨂H0）（Πn－2
i＝1（ I Πn－1

j＝ j＋1pj⨂SNi
）SNn－1 （15）

算法2：
因为 HNi

（ i＝0�1�…�n－1）阵为对称阵�HNi
＝

（HNi
）T�利用（15）与 Kronecker乘积性质得：
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是加法逆半群同余�先证（S�＋）／ρ是逆半群．
由文献［3］：任何正则半群的同态像是正则的�

因 S 正则�则（S�＋）／ρ是正则的．又（ S�＋）／ρ的
幂等元是 eρ的形式�e∈ E［＋］�∀e�f∈ E［＋］由文献
［3］有 V（e＋ f）＝E（e＋ f）＝E（f＋ e）＝V（ f＋ e）⇒
（e＋ f�f＋ e）∈ρ⇒ eρ＋ fρ＝ fρ＋ eρ即（S�＋）／ρ中
的幂等元可换�由文献 ［3］结论（ S�＋）／ρ是逆半
群．则ρ是逆半群同余�所以ρ是加法可逆双半环
同余．最后�同定理1可证得ρ的最小性．
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　　HN＝SNn－1（ Π1

i＝ n－2（ I Πn－1
j＝1＋1pj⨂SNi

）（ I Π1
i＝n－1pi

⨂H0）

（16）
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