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摘要：研究了双半环上的同余关系�并利用其上的加法半群对双半环上的同余进行了刻画�得到了一些比较深刻的性质．
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1　引言

文献［1］提出了一个比半环和分配格序半群更
一般的概念－双半环�讨论了双半环的一些基本性
质�并给出了一类双半环上的同余关系刻画．本文
将利用双半环上的加法半群对其上的同余进行刻

画�同时证明了某些双半环上的同余为最小双环同
余和最小逆半环同余．

2　预备知识

定义1　称一非空集合 S 为双半环�如果 S 上
定义有三个代数运算“＋”�“∗”�“ g”�且满足（1）
（S�g）�（S�＋）�（S�∗）均为半群�且0∈S

（2）∀a�b�c∈ s 有　（ i） a（ b＋ c）＝ ab＋ ac　
（b＋ c） a＝ba＋ ca

（ ii） a（b∗ c）＝ ab∗ ac　（b∗ c） a＝ba∗ ca
（ iii） a＋（b∗ c）＝（ a＋b）∗（ a＋ c）　（ b∗ c）

＋ a＝（b＋ a）∗（c＋ a）
（ iv） a∗（b＋ c）＝（ a∗ b）＋（ a∗ c）　（ b＋ c）

∗ a＝（b∗ a）＋（c∗ a）
从定义中可看出（S�＋�g）�（S�∗�g）�（S�＋�

∗）�（S�∗�＋）均为半环．若（S�＋�∗ g）还满足以

下条件 （v） a∗bc＝（ a∗b）（ a∗ c）　　bc∗ a＝（b
∗ a）（c∗ a）

（vi） a＋bc＝（ a＋b）（ a＋ c）　　bc＋ a＝（b＋
a）（c＋ a）
则称双半环（S�＋�∗�g）是可分配双半环．
例　设 Z＋是包含0的正整数集合�那么 Z＋关

于普通乘法“ g”及以下定义的“＋”“∗”运算构成可
分配双半环�其中 a＋ b＝max｛a�b｝　 a∗ b＝min
｛a�b｝（∀a�b∈Z＋）

定义2　若（S�＋）是一个交换 Abel 群�则定义
1中的双半环（S�＋�∗�g）称为双环．

定义3［1］　称双半环（S�＋�∗�g）是交换双半
环�如果（S�＋）�（S�∗）是交换半群．

定义4［1�5］　双半环的一个子集 R 称为 S 的一
个理想�如果 R满足

（1）0∈R
（2） ∀x�y∈R�　　x＋y∈R
（3） ∀x∈ r�∀s∈S�x∗ s�s∗x∈R
（4） ∀x∈R�∀s∈S�sx�xs∈R
如果 R除满足以上四个条件外还满足：
（5） ∀r∈R�r＋R＝R
（6） ∀s∈S�s＋R＝R＋ s　则称 R 为 S 的强

理想．
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定义5［1］　双半环（S�＋�∗�g）的同余是指 S
上的一个等价关系ρ�且为半群（S�＋）�（S�∗）（S�
g）上的同余．

3　双半环上的同余刻画

引理1［1］　设（ S�＋�∗�g）为可换的双半环�
如果 R为 S 的理想�那么定义 S×S 上的二元关系
ρ∶＝｛（x�y）｜x�y∈S�∃i1�i2∈R 使得 x＋ i1＝y＋
i2｝则ρ是 S 上的同余．
引理2［1］　设 R为双半环（S�＋�∗�g）的强理

想�在 S 上定义二元关系σ如下：
σ＝｛（x�y）∈S×S｜x＋R＝y＋R｝则σ是S 上

的同余．
引理1和引理2的证明请参考文献［1］
定义1　若双半环（ S�＋�∗�g）的半群（ S�

＋）�（S�∗）�（S�g）均是逆半群（即每个元有唯一
的逆元）�则称（S�＋�∗�g）为可逆半环．

定义2　设ρ是双半环（ S�＋�∗�g）上的同
余�如果 S／ρ是双环（或可逆双半环）则称ρ是 S 上
的双环（可逆双半环）同余．

定理1　设（S�＋�∗�g）为可换的双半环�且
加法可逆�则在 S 上定义二元关系ρ如下：

ρ＝｛（a�b）∈S×S｜∃e�f∈E［＋］使得 a＋ e＝
b＋ f｝�其中 E［＋］＝｛a∈ S｜a＋ a＝ a｝那么ρ是 S
上的最小双环同余．

证明　先证 E［＋］是 S 的理想．显然
（1）0∈R　（2）∀x�y∈ E［＋］有（ x＋ y）＋（ x＋

y）＝x＋x＋y＋y＝x＋y 即 x＋y∈ e ［＋］．
（3）∀x∈E［＋］�∀x∈S�（x∗ s）＋（x∗ s）＝（x

＋x）∗ s＝ s　即 s∗ s∈E［＋］同理 s∗x∈E［＋］

（4）∀x∈ E［＋］�∀x∈ S�sx＋ sx＝ s（ x＋ x）＝
sx 即 sx∈E［＋］�同理 xs∈E［＋］

因此 E［＋］是 S 的理想．由引理1可知ρ是双半
环 S 上的同余．

下证ρ是（ S�＋）上的最小群同余．先证 S／ρ
是群．显然 S／ρ是半群�由已知每个元素均有加法
逆元．设∀e�f∈ E［＋］�因为 f＋（ e＋ f）＝ f＋ f＋ e
＝ f＋ e＝ e＋（e＋ f）且 e＋ f∈E［＋］所以 eρf 即 E［＋］

中所有幂等元都在一个等价类中�这样 S／ρ中有唯
一的单位元（零元）．则 S／ρ是群�即ρ是群同余．
下证ρ是最小群同余�设σ是 S 上的任一群同余�
若 aρb⇒∃e�f∈ E［＋］�a＋ e＝ b＋ f⇒在 S／σ中有
（ a＋ e）σ＝（b＋ f）σ⇒ aσ＋ eσ＝ bσ＋ fσ（ fσ�eσ是群

S／σ中的幂等元�即零元） ⇒ aσ＝ bσ⇒ aσb⇒ρ⊆σ
得证．由 S 的可换性�（S�＋）／ρ是 Abel 群�又（ S�
g）／ρ�（S�∗）／ρ是半群�因此 S／ρ是双环�从而ρ
是 S 上的双环同余．最后证ρ是最小双环同余�设η
是 S 上任一双环同余�因 S／η是一双环�则（ S�
＋）／η是一个群�而ρ是最小群同余⇒ρ⊆η所以ρ
是 S 上的最小双环同余．

定理2　设（S�＋�∗�g）为可换的双半环�且
加法可逆�则定义在 S 上的二元关系σ＝｛（ a�b）∈
S×S｜a＋ E［＋］＝ b＋ E［＋］｝＝为 S 上的最小双环
同余．

证明　易证 E［＋］是 S 的强理想�由引理2以及
定理1的证明可知命题成立．

定义3　称双半环（S�＋�∗�g）为 Orthodox 双
半环�如果（S�＋）�（S�∗）�（S�g）（即正则半群 S
的幂等元构成一子半群）的是 Orthodox 半群．

引理3　如果（S�＋）是Orthodox 半群�则∀a�b
∈S�如果 a∈V（ a）�b∈（b）�则 b＋ a是 a＋b 的一
个逆元．

引理4　设（S�＋）是Orthodox 半群�则∀a�b∈
S�若 V（ a）＝V（b）≠Φ�则 V（ a）＝V（b）�采用文献
［3］中完全类似的方法可以证明引理1和引理2�这
里就不加赘述．

定理3　设（S�＋�∗�g）是一加法 Orthodox 双
半环�那么定义 S 上的二元关系ρ如下：

ρ＝｛（ a�b）∈ S× S｜V ［＋］（ a）＝V ［＋］（ b）｝�则
ρ是 S 上最小加法可逆双半环同余．

证明　显然ρ是 S 上的等价关系．下证ρ是半
群（S�＋）�（S�∗）�（S�g）上的同余．

（1） 设（ a�b）∈ρ�c∈S 对任一 x∈V ［＋］（ a）＝
V ［＋］（b）�c∈V ［＋］（ c）由引理3可得 x＋ c′∈V ［＋］

（c＋ a）＝V ［＋］ （ c＋ b）≠Φ由引理4得 V ［＋］ （ c＋
a）＝V ［＋］（c＋b）同理 V ［＋］（ a＋ c）＝V ［＋］（ a＋ b）
所以（c＋ a�c＋b）∈ρ�（a＋ c�b＋ c）∈ρ

（2）设 x∈V ［＋］（ a）＝V ［＋］（b）�c∈ s�则有 a＋
x＋ a＝ a�x＋ a＋x＝x　因此 c∗ a＝ c∗（ a＋x＋
a）＝（c∗ a）＋ c∗（ x＋ a）＝ c∗ a＋ c∗ x＋ c∗ a
同理 c∗x＝ c∗ x＋ c∗ a＋ c∗ x 即 c∗ x∈V ［＋］（ c
∗ a）同理得 c∗ x∈V ［＋］（ c∗ b）则 V ［＋］（ c∗ a）＝
V ［＋］（c∗b）⇒（c∗ a�c∗b）∈ρ同理得（ a∗ c�b∗
c）∈ρ

（3） 同理可证（ ac�bc）∈ρ�（ca�cb）∈ρ所以ρ
是半群（S�＋）�（S�∗）�（S�g）上的同余．

从而ρ双半环（ S�＋�∗�g）上的同余．下证ρ
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是加法逆半群同余�先证（S�＋）／ρ是逆半群．
由文献［3］：任何正则半群的同态像是正则的�

因 S 正则�则（S�＋）／ρ是正则的．又（ S�＋）／ρ的
幂等元是 eρ的形式�e∈ E［＋］�∀e�f∈ E［＋］由文献
［3］有 V（e＋ f）＝E（e＋ f）＝E（f＋ e）＝V（ f＋ e）⇒
（e＋ f�f＋ e）∈ρ⇒ eρ＋ fρ＝ fρ＋ eρ即（S�＋）／ρ中
的幂等元可换�由文献 ［3］结论（ S�＋）／ρ是逆半
群．则ρ是逆半群同余�所以ρ是加法可逆双半环
同余．最后�同定理1可证得ρ的最小性．
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