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一类离散双险种风险模型的破产概率
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摘要：研究了一类离散双险种风险模型�对此模型得到了最终破产概率的一般表达式�Lundberg不等式�及当险种Ⅱ的保费收
取随机序列与两险种的个体索赔额均服从指数分布时的有限时间破产概率的上界估计．
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1　引言

经典风险模型描述的是单一险种风险过程�随
着保险公司业务规模的不断扩大�经营单一险种对
于保险公司来说是不符合实际的�讨论多险种风险
模型更能与保险公司实际运作相结合�于是有
人［3］ ［4］研究了连续时间的多险种风险模型�本文则
考虑了一类离散双险种风险模型�其中两险种的保
费到达计数过程为泊松随机序列（险种Ⅰ的每次保
费收入为常数�险种Ⅱ的每次保费收入不再为常
数）�索赔到达分别为泊松随机序列和二项随机序
列．本文得到了此类风险模型的最终破产概率的一
般表达式�Lundberg不等式�及当险种Ⅱ的保费收取
随机序列与两险种的个体索赔额均服从指数分布

时的有限时间破产概率的上界估计．

2　模型的引入

设 u＞0�c＞0�以下随机变量都定义在完备概
率空间｛Ω�π�ρ｝上．
1） 险种Ⅰ�保费到达过程｛M1（n）�n＝1�2�…｝

是参数为λ1的泊松随机序列�且 M1（0）＝0��每次

保费收入为常数 c；险种Ⅱ；保费到达过程｛M2（n）�n
＝1�2�…｝是参数为λ2的泊松随机序列�且M2（0）＝
0�但每次收到的保费不再为常数�而是一系列相互
独立的随机序列�记为｛Yi�i＝1�2�…｝
2）｛X（1）i �i＝1�2�…｝是取值于｛0�∞｝的独立同

分布随机变量序列；｛X（2）i �i＝1�2�…｝是取值于（0�
∞｝的独立同分布随机变量序列

假定　E（Yi）＝c1�E（X（1）i ）＝L1�E（X（2）i ）＝L2
3）｛N1（n）�n＝1�2�…｝是具有参数为 K（K＞0）

的泊松随机序列

4）｛N2（n）�n＝1�2�…｝是具有参数为 p（0＜p＜
1）的二项随机序列

令U （n）＝u＋cM2（n）＋ Σ
M2（ n）

i＝1 Y i－ Σ
N1（ n）

i＝1 X
（1）
i －

Σ
N2（ n）

i＝1 X
（2）
i �S （ n）＝ cM1（ n）＋ Σ

M2（ n）

i＝1 Y i－ Σ
N1（ n）

i＝1 X
（1）
i －

Σ
N2（ n）

i＝1 X
（2）
i

假定　｛M1（ n）�n＝1�2�…｝�｛M2（ n）�n＝1�
2�…｝�｛N1（ n）�n＝1�2�…｝�｛N2（ n）�n＝1�2�…｝�
｛X（1）i �i＝1�2�…｝�｛X（2）i �i＝1�2�…｝是相互独立
的�则｛U（ n）�n＝1�2�…｝即为我们所讨论的双险
种风险模型．
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模型的实际背景：
u（u＞0）是初始资本；
X（1）i 表示险种Ⅰ第 i 次赔付量�X（1）i 表示险种

Ⅱ第 i次赔付量；
N1（ n）表示时间段（0�n］内险种Ⅰ赔付总次数�

N2（ n）表示时间段（0�n］内险种Ⅱ赔付总次数；
U（n）是公司在时刻 n的盈余资本
为保证公司的稳定经营�假定单位时间内平均

保费收入大于平均理赔额�即
E［ S（ n）］＝ cλ1＋λ2c1－KL1－ pL2＞0．设 Tu＝

inf｛n∶U（ n）＜0｝表示保险公司破产发生时刻（若对
所有的 n�均有 U（ n）≥0�则 Tu＝∞�保险公司不会
破产）；保险公司最终破产概率为 Ψ（ u）＝Pr｛Tu＜
∞｜U（0）＝ u｝

性质2．1　盈利过程｛S（ n）�n＝1�2�…｝具有
平稳独立增量性

3　主要结果

定理3．1　对于盈利过程｛S（n）�n＝1�2�…｝
1）存在一个函数 g（ r）�使得 E ［exp（－ rS（ n） ］

＝exp［ ng（ r）］
2） g（ r）＝λ1（ e－ rc－1）＋λ2［ MY（－ r）－1］＋K

［ Mx1（ r）－1］＋1n［ pMx2（ r）＋q ］
证明　 E ［ ext （－ rS （ n）） ］ ＝ E ［ exp （－ rcM1

（n）） ］·E ［ exp （－ r Σ
M2（ n）

i＝1 Y i ） ］·E ［ r Σ
N1（ n）

i＝1 X
（1）
i ］·E

［ r Σ
N2（ n）

i＝1 X
（2）
i ］

＝exp｛λ1n（ e－ rc－1）＋λ2n ［ MY （－ r）－1］＋ Kn
［ MX1（ r）－1］｝·［ pMX2（ r）＋q ］2
＝exp｛λ1n（e－ rc－1）＋λ2n［ MY（－ r）－1］＋Kn

［ MX1（ r）－1］＋ n1n［ pMX2（ r）＋q ］｝
令 g（ r）＝λ1（e－ rc－1）＋λ2［ MY（－ r）－1］＋K

［ MX1（ r）－1］＋1n［ pMX2（ r）＋q ］
得 E［exp（－ rS（ n）） ］＝exp［ ng（ r）］
定理3．2　方程 g（ r）＝0在 r＞0有唯一正解

R�并称此解为调解系数
证明　1） r＝0时�显然 g（0）＝0
2） g′（ r）＝λ1e－ rc（－ c）＋λ2E ［－Y ie－ rYi ］＋KE

［ X（1）i erX（1）i ］＋ pE［ X（2）i erX∗2）i ］
pMX2（ r）＋q

g″（ r ） ＝ λ1c2e－ rc ＋ λ2E ［ Y2ie－ rYi ］ ＋ KE

［ X（1）2i erX
（1）

i ］ ＋
pE［ X（2）2i erX

（2）
i ］·［ pMX2（ r）＋q ］－p2［ E［ X（2）i erX（2）i ］ ］2

［ pMX2（ r）＋q ］2
在 r＝0处�g′（ r）｜r＝0＝－ cλ1－λ2c1＋ KL1＋

pL2＜0�由 Schwarz 不等式知 g″（ r）＞0�故曲线在 r
＞0是下凹的�所以只要 r取足够大值�一阶导数将
大于零�因此 g（ r）＝0在（0�∞）存在唯一正解�记
为 R�称之为调节系数．

定义3．3　对于随机过程｛S（ n�n＝1�2�…｝定
义事件域 Fs＝（Fsn�n≥0）�其中 Fsn＝σ｛S（k）�k≥
n｝
引理3．4　｛Mu（ n）�Fsn；n≥0｝是鞅�其中 Mu

（ n）＝exp［－ r（ u＋S（ n）） ］exp［ ng（ r）］
定理3．5　在风险过程｛U（n）�n＝1�2�…｝下�

设 R 为调节系数�则最终破产概率为 Ψ（ u）＝
e－Ru

E［exp（－R·U（Tu））｜Tu＜∞］
证明　exp｛－Ru｝＝Mu（0）＝EF0［ Mu（ n∧ tu） ］

＝EF0［ Mu（ n∧Tu）｜Tu≤ n ］ PF0（Tu≤ n）＋ EF0［ Mu

（ n∧Tu）｜Tu＞ n］ PF0（Tu＞ n）
＝EF0［exp｛－R ［ u＋S（ n） ］｝Tu≤ n ］ PF0（Tu≤ n）＋
EF0［exp｛－R ［ u＋S（ n） ］｝｜Tu＞ n］ PF0（Tu＞ n）
对上式两边取期望�并令 n→∞得
exp｛－Ru｝＝lim

n→∞E［exp｛－R ［ u＋S（ n） ］｝｜Tu≤
n］ P（Tu≤ n）＋lim

n→∞ E ［exp｛－R ［ u＋ S（ n） ］｝｜Tu＞
n］ P（Tu＞ n） ∗
下证：lim

n→∞E ［exp｛－ R ［ u＋ S（ n） ］｝｜Tu＞ n ］ P
（Tu＞ n）＝0�p－ a．s．

设 IA（ω）＝ 1　ω∈40　ω∉A称为集合 A 的示性函数

则0≤E［exp｛－R ［ u＋ S（ n） ］｝｜Tu＞ n ］ P（Tu
＞n）＝E［exp｛－R ［ u＋S（ n） ］｝·I（Tu＞ n） ］≤1�又
由强大数定理可得 S（ n）→n→∞∞�p－ a．s．�因此由勒
贝格控制收敛定理得 lim

n→∞E ［exp｛－R ［ u＋S（ n） ］｝｜
Tu＞ n］ P（Tu＞ n）＝0�p－ a．s．
所以�式（∗）变成 exp｛－Ru｝＝lim

n→∞ E ［exp｛－R
［ u＋S（ n） ］｝｜Tu≤ n］ P（Tu≤ n）

即 Ψ（ u）＝ e－Ru

E［exp（－R·U（Tu））｜Tu＜∞］�定
理得证

推论3．6　上述建立的风险模型｛U（ n）�n＝1�
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2�…｝�其最终破产概率 Ψ（u）满足 Lundberg不等式
Ψ（u）＜ e－Ru：
推论3．7　若险种Ⅱ的保费收入｛Y i�i＝1�2�

…｝及两险种的个体索赔额分别服从均值为 c1�L1�
L2的指数分布�则

Ψ（u�n）≤inf
r∈ωe

－ ru sup0≤Tu≤ n
exp｛Tu ［λ1（e－ rc－1）－

λ2
rc11＋ rc1＋K rL11－ rL1＋1n（p

rL21－ rL2＋q） ］｝
其中：ω＝ 0＜ r＜min 1c1�

1
L1�
1
L2

证明　由定理3．5可得 Ψ（ u�n）≤ e－ ru

sup0≤Tu≤ n
exp［ Tug（ r） ］
因为 g（ r）＝λ1（e－ rc－1）＋λ2［ MY（－ r）－1］＋

K ［ MX1（ r）－1］＋1n［ pMX2（ r）＋q ］
当 r＜1c1时�MY（－ r）－1＝∫∞0 e－ rx1

c1e
－1c1 dx

－1＝－ rc11＋ rc1；当 r＞1c1时�MY（－ r）－1＝∞
同理：当 r＜1L1时�MX1（－ r）－1＝ rL11－ rL1；r＞

1
L1时�MX1（－ r）－1＝∞；当 r＜1L2时�MX2（－ r）－1
＝ rL21－ rL2；r＞

1
L2时�MX2（－ r）－1＝∞．令 ω＝

0＜ r＜min 1c1�
1
L1�
1
L2

则 Ψ（u�n）≤inf
r∈ωe

－ ru sup0≤Tu≤ n
exp

Tu ［λ1（e－ rc－1）－λ2 rc11＋ rc1＋K rL11－ rL1

＋1n（p rL21－ rL2＋q） ］
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