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马尔可夫调制随机微分方程的平均稳定性
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摘要：用 KRW距离定义马尔可夫调制随机微分方程的稳定性�进而用 Markov 耦合研究平均稳定性
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　　设（X（ t）�Z（ t））是状态空间为 Rd×N的强马
氏过程�其中 N：＝｛1�2�…�n｝．第一分量满足以下
的马尔可夫调制的随机微分方程 dX（ t）＝b（X（ t）�
Z（ t）） dt＋σ（X（ t）�Z（ t）） dB（ t） （1）
且（1）中的系数 b（x�k）�σ（x�k）满足李普希兹

条件和线性增长条件�则（1）存在唯一解．设（Ω�F�
P）为一概率空间�Ft 为 F 的一上升的子σ－代数
族．｛B（t）｝是适应于 Ft 的取值于Rd的Brown运动．
第二分量是一个与｛B（t）｝独立的�具有有限的状态
空间 N且｛qij�qi）是其 q 对�即

P（z（ t＋h）＝ j／Z（ t）＝ i）

＝ qijh＋o（ h）�i≠ j
1＋qii＋o（ h）�i＝ j　　且 qi＝Σ

j≠ i
qij．

定义1　假设 pk�k＝1�2是可测空间（ Ek�Bk）
上的概率测度�若定义在乘积空间（ E1× E2�B1×
B2）上的概率测度 p～满足下列的边缘性：

p～（A1×E2）＝p1（A1）　　A1∈E1
p～（E1×A2）＝p2（A2）　　A2∈E2
则称 p～是 p1和 p2的耦合．用 k（ p1�p2）表示 p1

和 p2的全体耦合概率测度组成的集合．
我们用｛P｛t�（x�k）�A）；t≥0�（x�k）∈ Rd×

N�A∈B（Rd×N）｝表示强马氏过程（X（ t）�Z（ t）的
转移函数�且定义 KRW距离 W（P（ t�（x�k）�·）�P

（t�（y�l）�·）＝inf
Q
∫λ（（x�m）�（y�n）） Q（ dx�dm�

dy�dn）．
其中 Q跑表所有边缘为 P（ t�（ x�k）�·）和 P

（ t�（y�l）�·）的耦合概率测度．且
λ（（x�m）�（y�n））＝ρ（x�y）＋d（m�n）

其中ρ（x�y）＝｜x－y｜＝ Σd
i＝1（xi－yi）2�d（m�

n）＝｜m－ n｜·
以下我们总假设方程（1）的解存在唯一因为方

程（1）和 Z（ t）共同决定了一个强马氏过程�为了方
便�我们把（X（ t）�Z（ t）称作方程（1）的解．

设ξ∈F0记（X（ t）�Z（ t））（ξi）是以（ξ�i）为初值
的解�即 X（0）＝ξ�Z（0）＝ i．若（X（ t）�Z（ t））（ξ�i）＝
（ξ�i）�a．s�且 E｜（ξ�i）｜＜∞�则称（ξ�i）是方程
（1）的平衡解．

定义2　设（ξ�i）是方程（1）的平衡解．称（ξ�i）
是平均稳定的�如果对每个η∈F0�且 E｜（η�j）｜＜
∞�只要 W （ P（η�j）�P（ξ�i））→0�就能推出 sup

t＞0W
（P（X（ t）�Z（t））（η�j）�P（ξ�i））→0．进一步�称（ξ�i）是指
数平均稳定的�如果存在常数 c＞0�使得 W
（P（X（ t）�Z（t））（η�j）�P（ξ�i））≤W（P（η�j）�P（ξ�i） e－ct�其
中 P（ξ�i）是随机变量（ξ�i）的分布函数

定义如下的算子：
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LV（x�k）＝12Σd
i�j＝1aij（x�k）

●2
●xi●xjV（x�k）＋Σd

i＝1bi

（x�k） ●●xiV（x�k）

ΩV（x�k）＝Σn
j＝0qkjV （ x�k）＝Σ

j≠ k
qkjV （ x�j）－ qiV

（x�k）
令 L＝ L＋ Q　则 L 是强马氏过程（X（ t）�Z

（ t））的无穷小生成元．　令

LV（（ x�k）�（ y�l））＝12 Σd
i�j＝1aij （ x�k）

●2
●xi●xjV

（（x�k）�（y�l））＋12 Σd
i�j＝1aij （ y�l）

●2
●yi●yjV （（ x�k）�

（y�l））＋Σd
i�j＝1cij（（x�k）�（y�l））

●2
●xi●yjV（（x�k）�（y�

l））＋Σd
i＝1bi（ x�k）

●
●xiV（（ x�k）�（y�l））＋Σd

i＝1bi（ y�l）

●
●yiV（（x�k）�（y�l））

其中 c （（ x�k）�（ y�y））是待定的�但使得
　　 a（x�k）　　　 c（（x�k）�（y�l））
cT（（x�k）�（y�l））　　b（y�l）

是非负定

的．　令Ω
～
V（（x�k）�（y�l）＝Σ

k1�k2
q
～
（ k�l�k1�k2） ［ V

（（x�k1）�（y�k2））－V（（x�k）�（y�l）） ］
其中 q

～
（k�l�k1�k2）是 q（ k�l）的耦合 q．对通

过计算可以验证

L
～
V（（x�k）�（y�l）＝LV（x�k）

Ω
～
V（（x�k）�（y�l）＝ΩV（x�k）
∀（（x�k）�（y�l））∈（Rd×E）（Rd×E）

即 L
～
�Ω
～
分别是 L�Ω的耦合．于是 L

≈＝L
～＋Ω

～
是

L 的耦合．
定理　若方程（1）满足
（ i）α＝sup

x≠ y
〈b（x�k）－b（y�l）�x－y〉

｜x－y｜2 ≤0
（ ii）存在Ω与Ω的耦合Ω

～
及常数 c＞0�使得

Ω
～
λ（（x�k）�（y�l））≤－ cd（ k�l）�∀（（x�k）�

（y�l））∈（Rd×E）×（Rd×E）�
则　（ a）当 c0＝－ c∨α≤0�方程（1）的平衡解

是平均稳定的．
（b）当 c0＝－ c∨α＜0�方程（1）的平衡解是指

数平均稳定的．
证明　在 L 与 L 的耦合算子中取 c （（ x�k）�

（y�y））＝σ（x�k）? I－2uu∗」σ∗（y�l）�其中 u＝（x

－y）／｜x－y｜．通过计算�可得 L
～
λ（（x�y）�（y�l））

≤αρ（x�y）�

由条件（ ii）得Ω
～
λ（（x�k）�（y�l）≤－ cd（ k�l）�

c＞0
故 L

≈
λ（（x�k）�（y�l））＝（L

～＋Ω
～
）λ（（x�k）�（y�

l））≤C0（（x�k）�（y�l））．
假设 P（ t�（x�k）�·）是方程（1）解的转移概率

函数�记为 P（ t）�P
～
（ t�（x�k）�（y�l）�·�·）是 L

≈
相对

应过程的转移概率函数�则 P
～
是（ t�（x�k）�（y�l）�

·�·）与其自身的耦合．同［2］定理2．3的证明类似可
证

∫P
～
（ t�（ x�k）�（ y�l）�（ y1�m）�（ y2�n））λ

（（y1�m）�（y2�n））≤ ec0tλ（（x�k）�（y�l）） （2）
假设（ξ�i）是方程（1）的一个平衡解�（X（ t）�Z

（ t））（η�j）是方程（1）的一个解�则
∫P（ξ�i）（dX�dN）P（ t�（x�k）�·）＝P（ξ�i） P（ t）

＝P（ξ�i）�P（X（ t）�Z（t））（η�j）＝P（η�j） P（ t）． （3）
由文献 ［3］ 引理5．2知�∃P～ （ξ�j）�（η�j） ∈ K

（P（ξ�i）�P（η�j））使得

W（ P（ξ�i）�P（η�j））＝∫ P
～
（ξ�i）（η�j） （ dx�dm�dy�

dn）λ（（x�m）�（y�n）） （4）
由（2）－（4）得
W（ P（ξ�i）�P（X（ t）�Z（t））（η�j））＝W（ P（ξ�i） P（ t）�

P（η�j） P（ t））

≤∫P
～
（ξ�i）�（η�j）（ dx�dm�dy�dn） P

～
（ t�（ x�m）�（ y�

n）�（y1�k1）�（y2�k2））λ（（y1�k1）�（y2�k2））
≤∫ P（ξ�i）�［η�j］ （ dx�d��dy�dn） ec0tλ（（ x�m）�（ y�
n））
＝ ec0tW（P（ξ�i）�P（η�j）） （5）

由（5）式及稳定性的定义知道�当 c0≤0�（ξ�i）
是平均稳定的�当 c0＜0�（ξ�i）是指数平均稳定的．

推论　若在（1）式中把 Z（ t）去掉�且存在 L 与

L 的耦合算子L
～
及常数α使得L

～
ρ（x�y）≤αρ（x�y）�

x�y∈Rd�则
（ i）α≤o时�平衡解是平均稳定的．
（ ii）α＜o时�平衡解是指数平均稳定的．
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　　＝ΛΛ＝λn1（P∗0 （ s）－ c1－λ1）

即 P∗n （ s）＝λn1（P∗0 （ s）－ c1－λ1）＋
c1－λ1

＝λn1｛1μΣ∞
n＝1［γ（s）］ i＋ n－ c1－λ1｝＋

　 c1－λ1

＝λn1
μΣ∞

n＝1［γ（s）］ i＋ n＋ c1－λ1（1－λn1）

＝λn1
μΣ∞

n＝1［γ（s）］ i＋ n＋ cΣn－1
k＝0λ

k1
从而定理得证．
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