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摘要：通过对 M／M／1排队系统所满足的微分方程组求拉普拉斯变换�从而求出了 M／M／1排队系统队长瞬时分布 Pn（ t）的拉
普拉斯变换表达式．
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1　引言

经典随机服务系统理论（也称排队论）�源于关
于电话服务的研究�第二次世界大战以后得到迅猛
发展�成为随机运筹学和应用概率论中最有活力的
研究课题．它不仅建立了较完备的理论体系�而且
在军事、生产、经济、管理、交通等领域得到广泛应
用．

在这当中最经典最基本的模型就是 GI／G／1排
队系统�作为其特例 M／M／1排队系统�其研究成果
丰富而深入�读者可参看［1］�［3］�［5］．所谓 M／M／1
排队系统�指的是输入是参数为λ的最简单流�服
务时间是参数为μ的负指数分布�单个服务台的等
待制系统．顾客到达时�若服务台空闲�就立即开始
服务�否则就排入队伍末尾等待�并按到达次序逐
个接受服务�顾客在服务完毕后就离开系统�同时
队首顾客（如果有的话）立即接受服务．关于 M／M／
1排队系统队长的瞬时分布�读者可参看 ［1］．本文
在此基础上�通过对系统的状态所满足的微分方程

组求拉普拉斯变换．从而求出了其队长的瞬时分布
Pn（t）的拉普拉斯变换表达式．

2　预备知识

1） 最简单流：（或者称为 Poisson输入）
满足以下四个条件的输入称为最简单流：
a） 平稳性：在区间 ［ a�a＋ t）内有 k 个顾客到

来的概率与 a无关�而只与 t�k 有关．记此
概率为 vk（ t）．
b） 无后效性：在不相交的区间内到达的顾客数

是相互独立的．
c） 普通性：令 Ψ（ t）表示长为 t 的区间内至少

到达两个顾客的概率�则
Ψ（t）＝O（ t）�t→0．

d） 有限性：任意有限区间内到达有限个顾客

的概率为1�因而 Σ∞
k＝0vk（ t）＝1

2） 生灭过程的定义
假定有一系统�该系统具有有限个状态0�1�

Λ�K�或可数个状态0�1�Λ．令 N（ t）为系统在时刻
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t 所处的状态．在任意时刻 t�若系统处于状态 i�则
在（ t�t＋△t）内系统由状态 i 转移到状态 i＋1（有
限状态时0≤ i＜K；可数状态时0≤ i＜∞）的概率
为λi△t＋O（△t）�λi＞0为一常数；而由 i 转移到 i
－1（有限状态时0≤ i＜K；可数状态时0≤ i＜∞）
的概率为μi△t＋O（△t）�μi＞0�为一常数；并且在
（t�t＋△t）内发生距离不小于2的转移的概率为 O
（△t）．这样一个系统状态随时间变化的过程 N（ t）
就称为一个生灭过程．

3　队长瞬时分布的计算

在此系统中�我们定义系统状态 N（ t）�并称之
为队长�Pn（ t）＝p｛N（ t）＝ n｝�并假定 Pn（0）＝δn�i

＝ 1　 n＝ i
0　 n≠ i　即假定初始时刻系统中有 i 个顾客．

由 ［1］ 知�系 统 状 态 为 一 生 灭 过 程�且
λi＝λ　 i＝0�1�Λ；
μi＝μ　 i＝1�2�Λ．
易得此过程的微分方程组为

dP0（t）
dt ＝－λP0（t）＋μP1（t）　　　　　　　　　（1）

dPn（t）
dt ＝－（λ＋μ）Pn（t）＋λPn－1（t）＋μPn＋1（t）

n≥1 （2）
令 Pn（ t）的拉普拉斯变换为

P∗n （ s）＝∫∞0 e－ stPn（ t） dt　　 n＝0�1�2�ΛΛ
从而有

定理　M／M／1排队系统队长的瞬时分布的 Pn

（ t）的拉普拉斯变换表达式为

P∗n （ s）＝λn1
μΣ

∞
n＝1［γ（s）］ i＋ n＋ cΣn－1

k＝0λ
k1

其中

γ（s）＝（ s＋λ＋μ）－ （ s＋λ＋μ）2－4λμ2λ （3）
λ1＝（ s＋λ＋μ）＋ （ s＋λ＋μ）2－4λμ2μ （4）
c＝［（ s＋λ

μ －λ1）1μΣ
∞
n＝1［γ（s）］ i＋ n＋b ］λn－12 －b

（5）
λ2＝（ s＋λ＋μ）－ （ s＋λ＋μ）2－4λμ2μ （6）
b＝ δn�i

（1－λ2）μ （7）
证明　（利用［2］中的方法）

首先对（1）取拉普拉斯变换
∫∞0 e－ stdP0（ t）

dt ＝∫
∞
0 e－ st（－λP0（ t）） dt＋μ∫∞0 e－ st

P1（ t） dt　即
（ s＋λ）P∗0 （ s）＝μP∗1 （ s） （8）
同理对（2）取拉普拉斯变换
∫∞0 e－ stdPn（ t）

dt ＝－（λ＋μ）∫∞0 e－ stPn（ t） dt＋λ

∫∞0 e－ stPn－1（ t） dt＋μ∫∞0 e－ stPn＋1（ t） dt　即
μP∗n＋1（ s）－（ s＋λ＋μ） P∗n （ s）＋λP∗n－1（ s）＋

δn�i＝0　　 n≥1 （9）
也就是

P∗n＋1（ s）－（ s＋λ＋μ）
μ P∗n （ s）＋λ

μP∗n－1（ s）＋
1
μδn�i＝0　 n≥1
对此式进行整理得

P∗n＋1（ s）－λ1P∗n （ s）＋b＝λ2［ P∗n （ s）－λ1P∗n－1
（ s）＋b ］

λ1�λ2�b 的值见（4）�（6）�（7）．
对上述递推关系式进行递推

P∗n （ s）－λ1P∗n－1（ s）＋ b＝λ2 ［ P∗n－1（ s）－
λ1P∗n－2（ s）＋b ］

＝λ22［ P∗n－2（ s）－λ1P∗n－3（ s）＋ b ］＝λ32［ P∗n－3
（ s）－λ1P∗n－4（ s）＋b ］

＝ΛΛ＝λn－12 ［ P∗1 （ s）－λ1P∗0 （ s）＋b ］
又由（9）可知 P∗1 （ s）＝ s＋λ

μ P∗0 （ s）

故　P∗n （ s）－λ1P∗n－1（ s）＋ b＝λn－12 ［（ s＋λ
μ －

λ1）P∗0 （ s）＋b ］
即　P∗n （ s）－λ1P∗n－1（ s）＝λn－12 ［（ s＋λ

μ －λ1）
P∗0 （ s）＋b ］－b
而又由［4］可知�对于 M／M／1排队系统�若令

γ（s）＝（ s＋λ＋μ）－ （ s＋λ＋μ）2－4λμ2λ
就有　P∗0 （ s）＝∫∞0 e－ stP0（ t） dt＝ ［γ（s）］ i

λ＋ s－γ（s）
＝1μΣ

∞
n＝1［γ（s）］ i＋ n

所以　P∗n （ s）－λ1P∗n－1（ s）＝ c
整理得

P∗n （ s）－ c1－λ1＝λ1（ P∗n－1（ s）－ c1－λ1）＝λ21

（P∗n－2（ s）－ c1－λ1）
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　　＝ΛΛ＝λn1（P∗0 （ s）－ c1－λ1）

即 P∗n （ s）＝λn1（P∗0 （ s）－ c1－λ1）＋
c1－λ1

＝λn1｛1μΣ
∞
n＝1［γ（s）］ i＋ n－ c1－λ1｝＋

　 c1－λ1

＝λn1
μΣ

∞
n＝1［γ（s）］ i＋ n＋ c1－λ1（1－λn1）

＝λn1
μΣ

∞
n＝1［γ（s）］ i＋ n＋ cΣn－1

k＝0λ
k1

从而定理得证．
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