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摘要：主要研究了－A半群基本矩形带上的自然偏序�证明了型－A半群基本矩形带上的自然偏序关于乘法是相容的�给出了
型－A半群基本矩形带上的一些性质．最后�刻划了型－A半群基本矩形带上的理想．
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1　预备知识

本文出现的记号和术语�若未加说明�均参见
文献［1－4］�［6－8］．

Fountain在文 ［1］中定义了半群 S 的 Green∗－
关系 L∗�S 的元素 a�b 符合关系 L∗当且仅当
（∀x�y∈S1）（ ax＝ ay⇔ bx＝ by）．对偶地定义 R∗．
而 D∗是 S 的等价关系格中的 L∗∨R∗．J∗定义为
（ a�b）∈ J∗当且仅当 J∗（ a）＝ J∗（b）．一般地�L⊆
L∗且 R⊆ R∗．但当 a�b 是正则元时�aL∗ b（ aR∗

b）当且仅当 aLb（ aRb）．为方便记�我们用 L∗
a 表示

含 a的 L∗－类�用 R∗
a 表示含 a的 R∗－类．E（T）

表示 T 中的幂等元集．记 a＋为 E（R∗
a ）中元�a∗为

E（L∗
a ）中元．
半群 S 称为富足的�如果它的所有的 L∗－类

及 R∗－类都含幂等元；富足半群 S 称为拟适当的�
如果 S 的幂等元集是 S 的子半群．拟适当半群 S 称
为适当的�如果它的幂等元集形成半格．富足半群 S
称为 IC的�如果∀a∈ S�a∗∈ L∗

a ∩ E（ S）�a＋∈
R∗

a ∩ E（S）�存在双射θ∶＜ a＋＞→＜ a∗＞�其中
＜ a＋＞是满足 x＝xa＋＝ a＋ x 的幂等元 x 生成的 S

的子半群．一个型－A 半群可等价的定义为 IC 的适
当半群．富足半群 S 称为型－ A 半群的基本矩形
带�如果 S 是它的型－A 子半群 Siλ的无交并�且满
足（∀（ i�λ）�（ j�μ）∈ I×Λ）SiλSju＝Siμ（［5］）．郭小
江在文［5］中证明了型－A 半群的基本矩形带都同
构于一个型－A 半群的 Rees矩形半群 M（ I�T�Λ；
P）�其中 M（I�T�Λ；P）＝ I×T×Λ×�I�Λ都是非
空集合�T 是型－A 半群�P是由T 的平移壳的单位
群Σ（T）中的元素 piλ构成的Λ× I 矩阵（ pλi）�半群
乘法定义为（ i�a�λ）（ j�b�μ）＝（ i�apλjb�μ）．

在本文中如无特别说明�S＝M（ I�T�Λ；P）均
为型－A 半群的 Rees矩形半群．

引理1．1［5］　令 S＝M（ I�T�Λ；P）�（ i�a�λ）�
（j�b�μ）∈S�则以下各款成立：

（1） （ i�a�λ）L∗（ j�b�μ）⇔μ�aL∗（T）b；
（2） （ i�a�λ）R∗（ j�b�μ）⇔ i＝ j�aR∗（T）b；
（3） （ i�a�λ）L∗（ i�p－1

λi a∗�λ）∈ E（S）�（ i�a�
λ）R∗（ i�a＋ p－1

λi �λ）∈E（S）．
Lawson在文［7］中把正则半群中的自然偏序推

广到了富足半群�证明了富足半群 S 上如下定义的
关系“≤”是偏序；a≤ b⇔∃e�f∈ E（S）�a＝ eb＝
bf．
定义1．2［4］　令 S 为富足半群�若∀e�f∈ E
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（S）�f≤ e．⇒ e＝ f�则称 S 幂等元为本原的．、定义
1．3［3］　令 S 为富足半群�若∀a�b�c∈S�a≤ b⇒
ac≤bc�ca≤ cb�则称 S 上的自然偏序关于乘法是
相容的．

引理1．4［7］　令 S 为富足半群�x�a�b∈ S�则
L∗

xa≤L∗
a �R∗

ax≤R∗
a ．

2　主要结果

命题2．1　令 S＝M（I�T�Λ；P）�则 L∗
（ i�a�λ）≤

L∗
（ j�b�μ）⇔L∗

a （T）≤L∗
b （T）�R∗

（ i�a�λ）≤R∗
（ j�b�μ）⇔R∗

a

（T）≤R∗
b （T）�其中（ i�a�λ）�（j�b�μ）∈S．

证明　仅就 L∗的情形证明�R∗情形可对偶推
得．令（ i�a�λ）�（j�b�μ）∈S�若 L∗

（ i�a�λ）≤L∗
（ j�b�μ）�

由引理1．1�L∗
（ j�p－1

λi a∗�λ）≤L∗
（ j�p－1

μj b
∗�μ）．又（ i�p－1

λi a∗�
λ）�（ j�p－1

μj b∗�μ）均为正则元�于是 L（ i�p－1
λi a∗�λ）≤

L（ j�p－1
μj b

∗�μ）．故∃（k�x�v）∈ S�使得（ i�p－1
λi a∗�λ）

＝（k�x�v）（ j�p－1
μj b∗�μ）．于是 i＝ k�λ＝μ�p－1

λi a∗

＝xpvjp－1
μj b∗．上式两边同乘 a∗ pλi�得 a∗＝ a∗ pλi

xpvjp－1
μj b∗．由引理1．4�有 L∗

a∗＝L∗
a∗ pλjxpvjp

－1
uj b∗≤L∗

b ．
以上证明过程可逆．因此�L∗

（ i�α�λ） ≤ L∗
（ j�b�μ） ⇔ L∗

a

（T）≤L∗
b （T）．

命题2．2　令 S＝M（I�T�Λ；P）�易知 E（S）＝
｛（i�p－1

λi e�λ）｜i∈ I�λ∈Λ�e∈E（T）｝＝｛（ i�ep－1
λi �

λ）｜i∈ I�λ∈Λ�e∈ E（T）｝�则（ i�p－1
λi e�λ）≤（ j�

p－1
uj f�μ）⇔ i＝ j�λ＝μ�e≤ f．于是（ i�p－1

λi e�λ）是 S
的本原幂等元当且仅当 e是 T 的本原幂等元．

证明　令（ i�p－1
λi e�λ）�（ j�p－1

μj f�μ）∈E（S）�则
（ i�p－1

λi e�λ）≤（ j�p－1
μj f�μ）当且仅当（ i�p－1

λi e�λ）＝
（ j�p－1

μj fpμip－1
λi e�λ）＝（ i�p－1

λi epλjp－1
uj f�μ）．比较分量�

得 i＝ j�λ＝μ�p－1
λi e＝ p－1

λi ef．上式两端左乘 epλi�得
e＝ ef．又 T 为型－A 半群�故 e＝ ef＝ fe．即 e≤ f．
因此�（ i�p－1

λi e�λ）是 S 的本原幂等元当且仅当 e 是
T 的本原幂等元至此完成命题的证明．

基于以上事实�下列结论是显然的．
定理2．3　令 S＝M（ I�T�Λ；P）�则 S 是本原

J∗－单的当且仅当 T 是本原 J∗－单的．
命题2．4　令 S＝M（ I�T�Λ；P）�则∀（ i�a�

λ）�（j�b�μ）∈ s�（ i�a�λ）≤（ j�b�μ）当且仅当 i＝
j�λ＝μ�a≤b．
证明　令（ i�a�λ）�（ j�b�μ）∈ S�（ i�a�λ）≤

（ j�b�μ）�则由富足半群上的自然偏序定义．得（ i�

a�λ）＝（ i�a＋ p－1
λi �λ）（ j�b�μ）＝（ j�b�μ）（ i�p－1

λi

a∗�λ）．通过分量比较易知．
i＝ j�λ＝μ�a＝ a＋ b＝ ba∗．即 a≤ b．以上证

明过程可逆�因此命题结论成立．
定理2．5　令 S＝M（ I�T�Λ；P）�则 S 上的自

然偏序关于乘法是相容的．
证明　令（ i�a�λ）�（j�b�μ）�（k�c�v）∈S�（ i�

a�λ）≤（ j�b�μ）�则由命题2．4�i＝ j�λ＝μ�a≤ b．
又因 T 为型－A 半群�故 apλkc≤ bpλkc．于是由命题
2．4�我们有（ i�apλkc�v）≤（ i�bpλkc�v）．即（ i�a�λ）
（k�c�v）≤（ i�b�λ）（ k�c�v）．注意到 i＝ j�λ＝μ．
因此�（ i�a�λ）（ k�c�v）≤（ j�b�μ）（ k�c�v）．即 S
上的自然偏序关于乘法右相容．对偶地�可证 S 上
的自然偏序关于乘法左相容．至此完成定理证明．

定理2．6　令 S＝M（ I�T�Λ；P）�则 S 为局部
型－A 半群．反之�局部型－A 半群可通过这种方式
构作．

证明　可由定理2．5�Lawson ［7］推论3．2直接
推得．

定理2．7　令 S＝M（ I�T�Λ；P）�V 是 T 的一

个理想�又记 p
－
λi）．则 Sv＝M（ I�V�Λ；P

－
）是 S 的一

个理想．反之�S 的每一个理想都是这样构作的．
证明　先证 T 的理想在诸 pλi的作用下是不变

的�即 pλiV⊆V�Vpλi⊆V�i∈ I�λ∈Λ．事实上�若 V
是 T 的理想�则∀a∈V�pλia＝（pλia＋） a∈V�apλi＝
a（ a∗ pλi）∈ V�现假设 p

－
λi＝ pλi｜v�则易知 P

－ ∈Σ
（V）．于是 Sv＝M（ I�V�Λ；P

－
）是有意义的．显然 M

（I�V�Λ；P
－
）是 S 的一个理想．

反之�假设 S1是 S 的一个理想�令 V＝｛b∈T｜
（∃i∈ I�λ∈Λ）�（ i�b�λ）∈S1｝�则 V 是 T 的理想．
事实上�若（ i�b�λ）∈S1�则∀a∈T�有（ i�b�λ）（ i�
p－1
λi a�λ）＝（ i�ba�λ）∈ s1．类似地�可证（ i�ab�λ）∈

S1．故 VT⊆V�TV⊆V．显然 M（ I�V�Λ；P
－
）⊇S1�又

设（ i�c�λ）∈M（I�V�Λ；P－�则 c∈V．于是∃i1∈ I�
λ1∈Λ�使得（1�c�λ1）∈S1．注意到 S1是 S 的理想�
故我们有（ i�c＋ p－1

λi1�λ）（ i1�c�λ1）（ i�p－1
λ1ic∗�λ）＝（ i�

c�λ）∈S1．于是 M（I�V�Λ；P
－
）⊆S1�因此�M（ I�V�

Λ；P
－
）＝S1．至此完成定理证明．
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Abstract：In this paper�we study the natural partial order on perfect rectangular bands of type-A semigroups．It is proved
that the natural partial order on perfect rectangular bands of type-A semigroups is compatible with the multiplication．
Some properties are given on perfect rectangular bands of type-A semigroups．Finally�we give a structure of ideals to per-
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