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摘要：在实 Hilbert 空间中引入新的半序�从而导出实 Hilbert 空间中的几个新锥�讨论了几种不同的锥的性质�最后证明了几个
不动点定理．
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1　引言

长期以来�我们更多的是讨论 Banach空间中的
锥的性质和不动点定理�得到了许多深刻的结论�
但是这些深刻的结论由于缺乏相应的工程应用背

景并未得到广泛的重视和应用．由于工程中许多数
学分析技术都是在 Hilbert 空间意义下进行讨论的�
例如具有非常良好的应用背景的两大分析技术傅

立叶分析和小波分析都是建立在 Hilbert 空间的基
础之上．随着工程技术和相关数学理论的发展�目
前已经提出了许多 Hilbert 空间意义下的非线性问
题�因此研究 Hilbert 空间中非线性问题具有重要的
理论和实践意义．众所周知�锥和半序可以相互诱
导�一个条件强的半序可以得到一个性质良好的
锥�文献［1�2�3�4］讨论就是 Banach 空间的半序和
锥的性质�在该文中�我们主要讨论的是实 Hilbert
空间中的一些锥及其性质．

2　实 Hilbert 空间中的锥的定义与性质
约定：设 H为实 Hilbert 空间�对于 H中的任意

两个元 x�y�＜x�y＞为 H中的内积�‖x‖＝＜x�x

＞1／2称为由内积＜x�x＞导出的范数．
定义1　设 H为实 Hilbert 空间�给定 t∈H�且

t≠θ�定义 H上的关系“≤ t”：
x≤ t y⇔‖y－x‖≤＜y�t＞－＜x�t＞

＝＜y－x�t＞ （1）
如：　R3中的给定元素 t＝（10�10�10）�取 a＝

（3�3�5）�b＝（4�5�3）�
‖ a－b‖＝ 1＋4＋4＝3�＜b－ a�t＞＝10＋

20－20＝10�
按照关序的定义�此时有 a≤ t b⇔‖ a－ b‖≤

＜b－ a�t＞．
下面我们用到的关系指的是定义1中的．
引理1　（H�≤ t）是半序空间．
证明：以下证明（H�≤ t）为半序空间．
自反性：∀x∈H�0＝‖x－x‖≤＜ x�t＞－＜

x�t＞＝0�∴x≤ t x�
反对称性：对∀x�y∈H�若 x≤ t y 且 y≤ t x�则

‖y－x‖≤＜y�t＞－＜x�t＞�
且‖x－y‖≤＜x�t＞－＜y�t＞�

所以　‖x－y‖＝0�即 x＝y；
传递性：∀x�y�z∈�若 x≤ t y�y≤ t z�

则由　‖y－x‖≤＜y�t＞－＜x�t＞
且　‖z－y‖≤＜z�t＞－＜y�t＞�
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从而‖z－x‖≤‖z－y‖＋‖y－x‖≤＜z�t＞－
＜x�t＞�即 x≤ t z．

综上可知�（ H�≤ t）是半序空间．容易证明�
（H�≤ t）还是线性空间�因此都是线性半序空间．

令 Pt＝｛x∈H∶θ≤x｝�则 Pt 具有以下性质：
引理2　Pt 为 H中的锥．
证明　Pt＝｛x∈H∶‖ x‖≤＜ x�t＞｝且 Pt≠

空集�因为θ∈ Pt．设 xn∈ Pt�当 xn→ x0�有＜ xn�t
＞→＜x0�t�‖ x0‖＝lim

n→∞‖ xn‖≤ lim
m→∞＜ xn�t＞＝

＜x0�t＞�即 x0∈H�所以 Pt 为闭集．下面我们证
明 Pt 为凸集�设 x�y∈Pt�α�β∈［0�1］�α＋β＝1�
则：

从而αx＋βy∈Pt�所以 Pt 为凸集．
若 x∈Pt�λ≥0⇒λx∈ Pt�因为‖λx‖≤λ‖ x

‖≤λ＜x�t＞＝＜λx�t＞
‖λx‖＝λ‖x‖≤λ≤＜ x�t＞�∴‖ x‖＝0�

∴x＝θ
所以 x∈Pt�－x∈Pt⇒x＝θ综上所述�Pt 是H

中一个锥．所以由定义1中的半序可以导出一个锥�
易证明由锥的定义也可导出半序�即 x≤ t y⇔ y－ x
∈Pt．为叙述方便�半序关系 符号“≤ t”就不加区别
得记为“≤”．

定理1　（锥 Pt 的一些性质）
（1）若θ≤x≤y�则‖x‖2≤＜y�y＞＜ t�t＞；
（2）Pt 为 H中的完全正则锥；
（3）当＜ t�t＞＞1时�Pt 为再生锥；
（4） H 中的单调递增且有上界的序列必有极

限．即若 x1≤x2≤．．．≤xn≤．．．≤y�
则必存在 x∗∈H�‖ xn－ x∗‖→0（ n→∞）且

xn≤x∗≤y�（∀n∈N）．
（5） H 中的单调递减且有下界的序列必有极

限．即若 x1≥x2≥．．．≥xn≥．．．≥y�
则必存在 x∗∈H�‖ xn－ x∗‖→0（ n→∞）且

xn≥x∗≥y�（∀n∈N）．
注记：以上简单性质的证明只要注意到这样一

个事实�由 Riesz 表示定理�对于每一个 t∈H�存在
H上的连续线性泛函 ft（x）＝＜ x�t＞�于是我们可
以用类似与文献［1�2�3］方法证明上述结论�同时可
证文献［1�2�3］中提出的其它定理和性质对于我们
定义的锥也是成立的．

设｛e1�e2�e3�．．．�en�．．．｝是 H 中一列两两相
互直交的向量�且‖ ei‖＝1�其中 i＝1�2�3�．．．�M
＝ span｛e1�e2�e3�．．．�en�．．．｝表示有这列正交向量

张成的空间．易知 M为 H的可分线性子空间�则 M
中任意元 x 可唯一的表示为：

x＝Σ
i
xiei（xi∈R）

另外称 M⊥＝｛x∈ H｜＜ x�y＞＝0�y∈M｝为
M的直交补空间�于是由直交分解定理知 H＝M♁
M⊥�且任给 x∈H�可作唯一的直交分解：

x＝x0＋ y�x0∈M�y∈M⊥�其中 x0＝Σ
i
xiei�所

以 x＝Σ
i
xiei＋y�（xi∈R）．

为了将 H中元的序关系限制在可分子空间里
进行讨论�我们给出下面两个定义．

定义2　N＝｛x∈H｜x＝ xA＋ xB�xA∈M�xB∈
M⊥�‖xB‖≤α‖xA‖｝�其中α为常数且α＞0�则
PC＝Pt∩N称为 H中一型可控锥．
定义3　若要求（1）式中 t∈M�令 Ps＝｛x∈H

‖x‖≤＜x�t＞�t∈M｝�则 Ps 称为 H中二型可控
锥．x＝xA＋ xB�xA∈M�xB∈M⊥�由于 t∈M�所以
‖x‖≤＜ x�t＞＝＜ xA�t＞其中设 xA＝Σ

i
xiei�t＝

Σ
i
tiei�则‖x‖＝Σ

i
xiti．于是�关于锥的讨论可以限制

在 M中进行．容易看出�PC 和 Ps 与 Pt 具有与类似

的性质�在此不再一一说明．

3　经典不动点定理推广

定理2　设 H是 Hilbert 空间�≤是定义1中给
出的半序�映射 A∶Pt→Pt 上的单调增算子�即 x≤
y⇒A（x）≤A（y）�在 Pt 的一个闭集D上内积＜x�t

·

＞有上界�且存在 x0∈D�使得 x0≤A（x0）�则 A 在
D上有极大不动点 x．

证明　令 X1＝｛x∈D∶x0≤x≤A（x）｝�则 x0∈
X1．下面证明 X1有极大元�为此只要证明 X1中任
意全序子集有上界．设｛xi｝i∈ l为X1中的全序子集�
其中 I为定向指标集�i�j∈ I�i≤ j⇔xi≤xj�从而‖
xi－xj‖≤＜xj－xi�t＞．xi≤x j－⇒＜xi�t＞≤＜xj�
t＞�所以｛＜xi�t＞｝i∈ I是单调递增的数列．又因为
在 D上内积＜ x�t＞有上界�所以｛＜ xi�t＞｝i∈ I收

敛．因此｛xi｝i∈ I是 Cauchy 网．设 lim
i
xi＝ x

－∈D．由＜
x�t＞的连续性�＜x

－
�t＞＝lim

i
＜xi�t＞．

∀i∈ I�‖xi－x
－‖＝ lim

i＜ j�j→∞‖xi－xj‖ lim
i＜ j�j→∞＜

xj－xi�t＞＝＜ x
－－ xi�t＞�因此 xi≤ x

－
对于任给 i

都成立．任给 i�x0≤xi≤x
－
�xi≤A（xi）≤A（x

－
）�因此
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有：

‖x
－－A（x

－
）‖＝limi ‖xi－A（x－）‖≤lim

i
＜A（x

－
）

－xi�t＞＝＜A（x
－
）－x

－
�t＞�所以 x

－≤A（x
－
）．

这就证明｛xi｝i∈ I在X1有上界�由 Zorn引理�X1
有极大元 x

＾
�由 x0≤x

＾≤A（x
＾
）�A（x

＾
）≤A（A（x

＾
））�所

以 A（x
＾
）∈X1且 x

＾≤A（ x
＾
）．由 x

＾
为极大元�所以 A

（x
＾
）＝ x

＾
�记 x∗＝ x

＾
�则 x∗为 A 的不动点且为极大

不动点．
注记：实际上定理中映射 A 不一定要是 Pt→Pt

上的单调增算子�在一般的非空闭子集结论同样也
成立�在 Pt 上讨论�完全是处于实际应用方便的考
虑�因为在 Pt 的非空闭子集上内积＜ x�t＞有上界
容易验证．在该定理中�不要求 A 的连续性�以下定
理3和定理4皆不要求 A 的连续性．

定理3　设 H是 Hilbert 空间�≤是定义1中给
出的半序�A∶［ x0�y0］→ H 是单调增算子�且满足
x0≤A（x0）�A（y0）≤y0�则 A 在［ x0�y0］中存在极大
不动点 x∗�即若 x∈［ x0�y0］是 A的不动点�且 x∗

≤x�则 x∗＝x．同时 A 在 ［ x0�y0］中存在极小不动
点 x�即若 x∈［ x0�y0］是 A的不动点�且 x≤x∗�则
x∗＝x�若 x∗＝x∗A 必有不动点．
证明　记 X1＝｛x∈［ x0�y0］∶x≤A（ x）｝�因为

x0∈X1�所以 X1≠●．如同定理2的证明可证�X1有
极大元 x∗∈［ x0�y0］．由 A的单调性�可知：x0≤x∗

≤A（x∗）≤A（y0）≤y0�且 A（x∗）≤A（A（x∗））�从
而 A（x∗）∈X1�所以 x∗＝A（ x∗）且 x∗是 A 的极
大不动点．同理可证�A 有极小不动点 x∗∈ ［ x0�
y0］．
定理4　设 H是 Hilbert 空间�≤是定义1中给

出的半序�设 x0�y0∈H�x0≤y0�记 D＝［ x0�y0］．A∶
D× D→ H 是混合单调算子�即当 x1�x2�y1�y2∈
D�x1≤x2�y2≤ y1时�有 A（x1�y1）≤A（ x2�y2）�且
满足：x0≤A（x0�y0）�A（y0�x0）≤y0�则：

（1） 存在 A 的极大极小耦合不动点（ x∗�y∗）
∈D×D；

（2） 存在 A 的极小极大耦合不动点（ x∗�y∗）
∈D×D．

证明　记 C＝｛（x�y）∈D×D∶x≤A（x�y）�A
（y�x）≤ y｝�因为（ x0�y0）∈ C．在 C 上定义半序：
（x1�y1）≤D×D（x2�y2）⇔x1≤x2�y2≤y1�同引理（1）
易验证（C�≤D×D成为半序空间．下面证明 C 有极

大元�设｛（xi�yi）｝i∈ I是 C 中任一全序子集�其中 I
是定向指标集�定义：i�j∈ I�i≤D×D j⇔（ xi�yi）
≤D×D（xj�yj）�对∀i�j∈ I�i≤D×Dj�可证：

＜xi�t＞≤＜xj�t＞≤＜y0�t＞�＜x0�t＞≤＜
yj�t＞≤＜yi�t＞
于是｛＜xi�t＞｝i∈ I单调有上界�｛＜yi�t＞｝i∈ I

是单调有下界�从而收敛．
因为 xi≤xj⇔‖ xj－ xj‖≤＜ xj－ xi�t＞�故可

易证｛xj｝i∈ I和｛yj｝i∈ I是 H 中的 Cauchy 网．设 xi→
x′�yi→y′．由内积的连续性可知：

x0≤xi≤x′≤y0�x0≤y′≤yi≤y0�∀i∈ I
由 A 的混合单调性�得：

xi≤A（xi�yi）≤A（x′�y′）�A（y′�x′）≤A（yi�xi）≤yi

所以：
‖x′－A（ x′�y′）‖＝lim

i
‖ xi－ A（ x′�y′）‖≤

lim
i
＜A（x′－y′）－xi�t＞＝＜A（x′�y′）－ x′�t＞�得

x′≤ A （ x′�y′）．类似可证明�A（ y′�x′）≤ y′�所以
（x′�y′）∈ C�且（ xi�yi）≤D×D（ x′�y′）�∀i∈ I�即
（x′�y′）是｛（xi�yi）｝i∈ l的一个上界．应用 Zorn引理�
C 有极大元（ x∗�y∗）�下证（A （ x∗�y∗）�A（ y∗�
x∗））∈C�且（ x∗�y∗）≤D×D（A（ x∗�y∗）�A（ y∗�
x∗））．

x0≤x∗≤A（x∗�y∗）≤A（ y0�x0）≤ y0�x0≤A
（x0�y0）≤A（y∗�x∗）≤y∗≤y0�

A（x∗�y∗）≤ A（A（ x∗�y∗）�A（ y∗�x∗））�A
（A（y∗�x∗）�A（x∗�y∗））≤A（y∗�x∗）．

A（x∗�y∗）≤ A（A（ x∗�y∗）�A（ y∗�x∗））�A
（A（y∗�x∗）�A（x∗�y∗））≤A（y∗�x∗）．

由于（x∗�y∗）是 C 的极大元�（x∗�y∗）＝（A
（x∗�y∗）�A（y∗�x∗））．所以（ x∗�y∗）是的极大耦
合不动点．

类似可证明�存在 A 的极小极大耦合不动点
（x∗�y∗）．

定理5　设 H是 Hilbert 空间�≤是定义1中给
出的半序．A∶H→H为 H上的增算子．如果存在线
性有界算子 B∶H→H�‖B‖≤1／‖ t‖�使 B（x－
y）≥Ay－Ax�∀x�y∈H�x≤y�则 A 在H中有唯一
的不动点 x∗．并且∀x0∈H�令 xn＝A（xn－1）�（ n＝
1�2�3�．．．）�必有 xn→x∗（ n→∞）．

证明　A∶B→H为 H上的增算子�所以∀x�y
∈H�x≤y�Ax≤Ay�即：

‖Ax－Ay‖≤＜Ay－Ax�t＞
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由定义1知：x≤ y⇒＜ x�t＞≤＜ y�t＞�因为
B（x－y）≥Ay－Ax�∀x�y∈H�x≤y�所以：
‖Ax－Ay‖≤＜Ay－Ax�t＞≤＜B（x－y）�t＞≤‖
B（x－y）‖·‖ t‖≤‖B‖·‖ t‖·‖x－y‖
令λ＝‖B‖·‖ t‖�因为‖B‖≤1／‖ t‖�所

以λ＜1�故 A 为压缩算子�由压缩映象原理知�A 在
H中有唯一的不动点 x∗．并且∀x0∈ H�令 xn＝A
（xn－1）�（n＝1�2�3�Λ）�必有 xn→x∗（ n→∞）．

定理6　设 H是 Hilbert 空间�≤是定义1中给
出的半序．A∶H→为单调增算子�S1�S2为 H 中的
凸闭集且 S1⊂ S2�且∀x1∈●S1�Ax1≥ x1�∀x2∈

●s2�Ax2≤x2�则 A 在 S＝S2－S1
———

内必存在不动点．
证明　略（注记：选择一个方向进行�证明过程

如定理2�3）．
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Some Properties of Cone and Fix Point Theorem In Hilbert Space
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Abstract：In Hilbert space we define a new partial order．By the partial order we construct several cones and discuss
properties of the cone．Finally�we give some fixed point theorem．
Key words：partial order；Hilbert space；cone；fixed point
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