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两两 NQD序列下非参数回归函数估计的相合性
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摘要：在两两 NQD序列误差下讨论 Priestly�M．B．和 Chao�M．T．［1］提出的一类给参数回归函数加权核估计的相合性．
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1　引言

定义　称 r�v．X 和Y 是两两 NQD的（Negative-
ly Quardrant Dependent）�若对∀x�y∈R有 P（X＜x�
Y＜y）≤P（X＜ x） P（Y＜ y）．称｛Xn�n≥1｝列是两
两 NQD的�若对 i≠ j�Xi 和Xj 是 NQD的．

两两 NQD序列是一类较为一般的相依 r．v．序
列�如后来出现的可靠性、多元统计分析等理论中
有着广泛应用的 NA 列（Negatively Associated）就是
它的特殊情况之一．因此�对两两 NQD 序列的研究
具有理论上的普遍意义和实践上的实用价值．

设 Y1�Y2�Λ�Yn是固定点 x1�x2�Λ�xn 的 n 个
观察值�适合模型

Y i＝ g（xi）＋εi�1≤ i≤ n．
其中 g（x）是［0�1］上的未知函数�且把 g（x）在

［0�1］外的值定义为0�｛εi｛是随机误差序列�且假定
0＝x0≤ x1≤ x2≤Λ≤ xn－1≤ xn＝1．Priestly 和 Chao
［1］对未知函数 g（x）提出了一种加权核估计 gn（x）

＝Σn
i＝1Y i

xi－xi－1
hn K（ x－xi

hn ）�

其中 K（ u）是Borel可测函数�0＜hn→0（当 n→
∞）．

本文在两两 NQD 误差序列情形下�分别给出
gn（x）的矩相合性和强相合性的充分条件．

记δn＝max1≤ i≤ n
（xi－ xi－1）�全文将使用如下基本

条件：
（a）K（·）在 R1上满足β（β＞0）阶 Lipschitz 条

件�且∫＋∞－∞ K（ u） du＝1�∫＋∞－∞｜K（ u）｜du＜∞�K
（·）在 R1上有界；

（b）G（·）在 ［0�1］上满足α（α＞0）阶 Lipschitz
条件；

（c）当 n→∞时�hn→0和δn→0；
（d）当 n→∞时�1hn｛（

δn
hn）

β＋δa
n｝→0．

2　主要的结论

定理1　设基本条件（ a）～（d）成立．又设
（1）｛εi�i≥1｝为两两 NQD 序列�Eεi＝0�并存

在 r≥2使得 sup1≤ i≤ n
E｜εi｜r≤M＜∞（其中为正常数）；

（2） 当 n→∞时�（δn
hn）

rn
r2→0�则

limn→∞E｜gn（x）－g（x）｜r＝0．
定理2　设基本条件（a）～（d）成立．又设
（1）｛εi�i≥1｝为两两 NQD序列�Eεi＝0�并存在 r

≥2使得 sup1≤i≤nE｜εi｜r≤M＜∞（其中为正常数）；
（2）n→∞当时�（δnhn）rnr＋12 →0�则

第23卷第2期
2006年4月

华 东 交 通 大 学 学 报
Journal of East China Jiaotong University

Vol．23　No．2
Apr．�2006



lim
n→∞ gn（x）＝ g（x）�a．s．

引理1［2］　设 r．v．X 和Y 是两两 NQD的�则
（1） EXY≤EXEY；
（2）P（X＜x�Y＜y）≤P（X＜x）P（Y＜y）；
（3）若 f （·）�g （·）同为非降或非增函数�则 f

（X）和 g（X）仍为 NQD的．
引理2［3］　设｛Xi�i≥1｝为两两NQD序列�且对

任意的1≥1�EXi＝0�E｜Xn｜q＜∞�其中 q≥2�则存
在不依赖于的常数 c＞0�使得

E｜Σn
i＝1Xi｜q≤ c｛Σn

i＝1E｜Xi｜q＋（Σn
i＝1EX

2
i）

q2｝．
引理3［4］　设基本条件（ a）～（ d）成立�则 lim

n→∞
Egn（x）＝ g（x）．

3　定理的证明

定理1的证明　因为
gn（x）－ g（x）＝Σn

i＝1εi
xi－xi－1

hn K（ x－xi
hn ）＋（ Egn

（x）－ g（x））∶＝Σn
i＝1bniεi＋（Egn（x）－ g（x））．

其中 bni＝ xi－xi－1
hn K（ x－xi）

hn ）．

由 Cr 不等式得 E｜gn（ x）－ g （ x）｜r＝ C1E｜
Σn
i＝1bniεi｜r＋C2｜Egn（x）－ g（x）｜r∶＝ I1＋ I2．

由引理2知 I2→0从而只需证明 I1→0．
由引理1知
I1＝C1E｜Σn

i＝1bniεi｜r≤ C1｛Σn
i＝1b

r
niE｜εi｜r＋［Σn

i＝1E

（bniεi ）2 ］ r2｝≤ C1｛Σn
i＝1 （δn

hn ）
r sup1≤ i≤ n

E｜εi｜r ＋ ［ n
（δn
hn）

2 sup1≤ i≤ n
Eεi

2］ r2｝≤C1n（
δn
hn）

r＋C1n
r2（δn

hn）
r≤C1n

r2

（δn
hn）

r．

其中 C1在不同的地方可以取不同的常数．
由定理1中的条件（2）可得 I1→0．证毕．
定理2的证明　因为
gn（x）－ g （x）＝Σn

i＝1εi
xi－xi－1

hn K（ x－xi
hn ）＋（Egn

（x）－g（x））＝Σn
i＝1bniεi＋（Egn（x）－g（x））∶＝J1＋J2．

由引理3知 J2→0从而只需证明 J1→0�a．s．
利用引理2�对于∀ε＞0�

P｛｜Σn
i＝1bniεi｜＞ε｝≤ E｜Σn

i＝1bniεi＋｜r

εr

≤C1
｛Σn

i＝1b
r
niE｜εi｜r＋［Σn

i＝1E（b
2
niε

2
i） ］ r2｝

εr

≤ C1
｛n（δn

hn）
r sup1≤ i≤ n

Eεr
i＋ n

r2（δn
hn）

r（ sup1≤ i≤ n
E｜ε2i｜r2

εr ≤
C1n

r2（δn
hn）

r．

由定理2的条件（2）得
Σ∞
n＝1P｛｜Σn

i＝1bniεi｜＞ε｝＜∞．
从而由Borel－Cantelli引理知 J1→0�a．s．证毕．
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Consistency of Estimators of Nonparametric Regression Functions
for Pairwise NQD Sequences
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Abstract：Under Pairwise NQD Sequences error�we discuss the consistency of weighted kernel estimators of nonparamet-
ric regression functions of which Priestly�M．B．and Chao�M．T．［1］ bring out．
Key words：Pairwise NQD Sequences error；nonparametric regression functions；weighted kernel estimators；moment
consistency；strong consistency
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