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摘要：通过对幂等元双半环中三个幂等元半环上的 Green D－关系交的讨论�研究了幂等元双半环上的 Green D－关系�从而给
出了幂等元双半环上满足三个 Green D－关系交的充要条件�且对三个 Green D－关系的交是上的同余作了进一步刻划．
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1　引言

双半环是一个比半环和分配格序半群更一般的的概念�文献 ［1］讨论了双半环的一些基本性质�并对一
类双半环上的同余进行了刻划�而 Green－关系是半环上的几个非常重要的等价关系�从其出发文献 ［2～5］
对幂等元半环上的 Green－关系进行了研究�取得了一些重要的结果．本文则给出了幂等元双半环上的元素
满足三个 Green D－关系交的充要条件�并对三个 Green D－关系的交是上的同余作了进一步刻划．

2　预备知识

定义1［1］　称一非空集合 S 为双半环�如果 S 上定义有三个代数运算“＋”�“∗”�“·”�且满足：
（1）（S�·）�（S�＋）�（S�∗）均为半群�且0∈S�
（2）∀a�b�c∈S 有（ i） a（b＋ c）＝ ab＋ ac　（b＋ c） a＝ba＋ ca；（ⅱ） a（b∗ c）＝ ab∗ ac　（b∗ c） a＝ba

∗ ca；（ⅲ） a＋（b∗ c）＝（ a＋b）∗（ a＋ c）　（b∗ c）＋ a＝（b＋ a）∗（c＋ a）；（ⅳ） a∗（b＋ c）＝（ a∗b）＋（ a
∗ c）　（b＋ c）∗ a＝（b∗ a）＋（c∗ a）

从定义中可看出（S�＋�·）�（S�∗�·）�（S�＋�∗）�（S∗�＋）均为半环�若（S�＋�∗�·）还满足以下条
件：（ⅴ） a∗bc＝（ a∗b）（ a∗ c）　bc∗ a＝（b∗ a）（c∗ a）

（ⅵ） a＋bc＝（ a＋b）（ a＋ c） bc＋ a＝（b＋ a）（c＋ a）则称双半环（S�＋�∗�·）是可分配双半环．
定义2　双半环（S�＋�∗�·）称为幂等元双半环�如果 S 还满足∀a∈S 有　 a＋ a＝ a·a＝ a∗ a＝ a
例［1］　设 S＝｛0�1｝�在 S 上定义“＋”�“∗”运算如下：∀a�b∈S�a＋b＝max｛a�b｝
a∗b＝min｛a�b｝�则 S 关于以上运算和普通乘法构成幂等元双半环．

定义3［2�4］　幂等元半环（S�＋�·）上的 Green D－关系是指 S 上的等价关系�在（S�＋）上用 D
＋
表示�在
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（S�·）上用 D
·
表示�（∀a�b∈S） aD

＋
b⇔ a＋b＋ a＝ a　b＋ a＋b＝b　 aD

·
b⇔ aba＝ a　bab＝b．

3　幂等元双半环上的 Green D－关系
定义　设（S�＋�∗�·）是幂等元双半环�S 上的 Green D－关系定义如下：半群（ S�＋）和（ S�·）上的

Green D－关系定义同幂等元半环（S�＋�·）�分别用 D
＋
和 D

·
表示�半群（S�∗）上的 Green D－关系定义如下：

（∀a�b∈S） aD
∗
b⇔ a∗b∗ a＝ a�b∗ a∗b＝b

定理1　若（S�＋�∗�·）是幂等元双半环�则 S 上的 Green D－关系 D
＋
�D

∗∈Con（S）�若 S 为可分配双半

环�则 D
·∈Con（S）．且 D

·
D
＋
�D

∗
和
·
分别是半群（S�·）�（S�＋）�（S�∗）上的最小半格同余．［ Con（S）］表示 S 上

所有同余的集合］
证明　先证 D

∗
是 S 上的同余．由定义可知自反性和对称性显然�下证传递性�若 aD

∗
bD
∗
c 则 a∗b∗ c∗ a

∗b∗ c∗b∗ a＝ a⇒ a∗b∗ c∗ a＝ a�同理可得 a∗ c∗b∗ a＝ a

则 a＝ a∗ a＝ a∗ c∗b∗ a∗ a∗b∗ c∗ a＝ a∗ c∗b∗ c∗ a＝ a∗ c∗ a 同理：c∗ a∗ c＝ c所以 aD
∗
c．

又（c＋ a）∗（c＋b）∗（c＋ a）＝［ c＋（ a∗b） ］∗（c＋ a）＝ c＋ a∗b∗ a＝ c＋ a

则（c＋ a）D
∗
（c＋b）�同理（ a＋ c）D

∗
（b＋ c）�caD

∗
cb�acD

∗
bc

从而 D
∗
是（S�·）�（S�＋）的同余．

下证 D
∗
是半群（S�∗）上的同余．

∀c∈S�由 a∗b∗ a＝ a�b∗ a∗b＝b 可得：
（a∗ c）∗（ a∗b∗ c）∗（ a∗ c）＝（ a∗ c）∗（ a∗b∗ c）∗（ a∗b∗ a∗ c）
＝ a∗（c∗ a∗b）∗（c∗ a∗b）∗（ a∗ c）＝ a∗（c∗ a∗b）∗（ a∗ c）＝（ a∗ c）∗（ a∗b∗ a∗ c）
＝（ a∗ c）∗（ a∗ c）＝ a∗ c
（ a∗b∗ c）∗（ a∗ c）∗（ a∗b∗ c）＝（ a∗b）∗（c∗ a）∗（c∗ a）∗（b∗ c）
＝（ a∗b）∗（c∗ a）（b∗ c）＝（ a∗b∗ c）（ a∗b∗ c）＝ a∗b∗ c

所以（ a∗ c）D
∗
（ a∗b∗ c）；

又（b∗ c）∗（ a∗b∗ c）∗（b∗ c）＝（b∗ c）∗（ a∗b∗ c）＝（b∗ a∗b∗ c）（ a∗b∗ c）
＝b∗（ a∗b∗ c）∗（ a∗b∗ c）＝（b∗ a∗b）∗ c＝b∗ c
（ a∗b∗ c）∗（b∗ c）∗（ a∗b∗ c）＝（ a∗b∗ c）∗（ a∗b∗ c）＝ a∗b∗ c

所以（ a∗ c）D
∗
（b∗ c）�同理：（c∗ a）D

∗
（ c∗ b）�得证！同理可得：D

＋∈Con（S）．若 S 是可分配的双半环

且 aD
·
b�则（c＋ a）（c＋b）（c＋ a）＝（c＋ ab）（c＋ a）＝ c＋ aba＝ c＋ a⇒（ c＋ a） D

·
（ c＋b）�同理：（ a＋ c） D

·
（b

＋ c）�a∗ cD
∗
b∗ c�c∗ aD

·
c∗b�所以 D

·
是 S 上的同余�同理可得：D

＋
是（S�·）上的同余�综上：D·∈Con（ s）．

因为（x∗y）∗（y∗x）∗（x∗y）＝x∗y∗y∗ x∗ x∗ y＝ x∗ y∗ x∗ y＝ x∗ y 即 x∗ yD
∗
y∗ x 同理：（x

＋y）D
＋
（y＋x）�xyD

　·
yx�所以 D

＋
�D

∗
和 D

·
分别是相应半群上的最小半格同余．

设ρ是（S�＋）上的任一半格同余�且 aD
＋
b�则 a＝（ a＋b＋ a）ρ（b＋ a＋b）＝b

故 D
＋⊆ρ�即 D

＋
是（S�＋）上的最小半格同余．

同理可证：D
∗
和 D

·
分别是（S�∗）�（S�·）上的最小半格同余．

结论　易知①［2］ D
＋＝△（恒等关系）⇔x＋y＝y＋x�D

＋＝ᐁ（泛关系）⇔x＋y＋x＝x

②［2］ D
·＝△⇔xy＝yx�D

∗＝ᐁ⇔xyx＝x　（∀x�y∈S）
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③D∗＝△⇔x∗y＝y∗x�D
∗＝ᐁ⇔x∗y∗x＝x　（∀x�y∈S）

④D
＋∩D

∗∈Con（S）

引理1　若（S�＋�·）是幂等元半环�则∀a�b∈S　 aD
＋ ∩D

·
b⇔（∃u�v∈S）有

a＝（ uv＋vu）（vu＋ uv）　b＝（vu＋ uv）（ uv＋vu）
证明（充分性）　 a＋b＋ a＝（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋（vu＋ uv）（ uv＋vu）＋（ uv＋vu）（vu＋ uv）
　　　　＝ uvu＋ uv＋vu＋vuv＋vuv＋vu＋ uv＋ uvu＋ uvu＋ uv＋vu＋vuv
　　　　＝ uvu＋ uv＋vu＋vuv＋vu＋ uv＋ uvu＋ uv＋vu＋vuv
　　　　＝ uv（vu＋ uv）＋vu（vu＋ uv）＋（vu＋ uv）（vu＋ uv）＋ uv（vu＋ uv）＋vu（vu＋ uv）
　　　　＝（ uv＋vu＋vu＋ uv＋ uv＋vu）（vu＋ uv）＝（ uv＋vu）（vu＋ uv）＝ a
　　　　 aba＝（ uv＋vu）（vu＋vu）（vu＋ uv）（ uv＋vu）（ uv＋vu）（vu＋ uv）

　　　　＝（ uv＋vu）（vu＋ uv）＝ a　同理 b＋ a＋b＝b⇒ aD
＋
b�bab＝b⇒ aD

·
b⇒ aD

＋ ∩D
·
b

（必要性）若 aD
＋ ∩D

·
b 成立．取 u＝（ ab＋ba）（ba＋ ab）�v＝（ba＋ ab）（ ab＋ba）�则（ uv＋vu）（vu＋ uv）＝

［（ ab＋ba）（ba＋ ab）（ba＋ ab）（ ab＋ba）＋（ba＋ ab）（ ab＋ ba）（ ab＋ ba）（ ba＋ ab） ］·［（ba＋ ab）（ ab＋
ba）（ ab＋ba）（ba＋ ab）＋（ ab＋ba）（ba＋ ab）（ba＋ ab）（ ab＋ba） ］
令 m＝ ab�n＝ba则有mnm＝ ab·ba·ab＝ ab·ab＝ ab＝m�nmn＝ n即mD

·
n．

又 aD
＋
b�bD

＋
a⇒ abD

　＋
ba⇒mD

　＋
n⇒m＋ n＋m＝m�n＋m＋ n＝ n

（ uv＋vu）（vu＋ uv）＝［（m＋ n）（ n＋m）（ n＋m）（m＋ n）＋（ n＋m）（m＋ n）（m＋ n）（ n＋m） ］＋［（ n＋
m）（m＋ n）（m＋ n）（ n＋m）＋（m＋ n）（ n＋m）（ n＋m）（m＋ n］（m＋ n）（ n＋m）（ n＋m）（m＋ n）
＝（mn＋m＋ n＋ nm）（ nm＋ n＋m＋mn）＝（mn＋ nm）2（ nm＋mn）2＝（mn＋ nm）（ nm＋mn）＝m＋mn＋ nm
＋ n＝（m＋ n）2＝m＋ n同理可得（ n＋m）（m＋ n）（m＋ n）（ n＋m）＝ n＋m

则　（ uv＋vu）（vu＋ uv）＝（m＋ n＋ n＋m）（ n＋m＋m＋ n）＝（m＋ n＋m）（ n＋m＋ n）＝mn⇒ ab·ba＝
aba＝ a　同理可得（vu＋ uv）（ uv＋vu）＝b　得证．

引理2　若（S�＋�·）是幂等元半环�则 D
＋∩D

·∈Con（S）当且仅当 S 满足恒等式
［（xy＋yx）（yx＋xy）＋z ］ ［（yx＋xy）（xy＋yx）＋z ］ ［（xy＋yx）（yx＋xy）＋z ］＝（xy＋yx）（yx＋xy）＋z （1）
［ z＋（xy＋yx）（yx＋xy） ］ ［ z＋（yx＋xy）（xy＋yx） ］ ［ z＋（xy＋yx）（yx＋xy） ］＝z＋（xy＋yx）（yx＋xy） （2）
证明　（充分性）如果 D

＋∩D
·∈Con（S）�则∀u�v�w∈S�由定理2可得

（ uv＋vu）（vu＋ uv）D
＋∩D

·
（vu＋ uv）（ uv＋vu）

⇒（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋wD
　＋∩D

·
（vu＋ uv）（ uv＋vu）＋w

⇒（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋wD
　·
（vu＋ uv）（ uv＋vu）＋w　从而我们可得

［（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋w ］ ［（vu＋ uv）（ uv＋vu）＋w ］ ［（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋w ］＝（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋w
由 u�v�w 的任意性�（1）式得证．同理可证得（2）式．

（必要性）如果 S 满足（1）式�a�b�w∈S�且 aD
＋ ∩D

·
b�由定理2∃u�v∈S 使得 a＝（ uv＋vu）（vu＋ uv） b

＝（vu＋ uv）（ uv＋vu）由（1）式（ a＋w）（b＋w）（ a＋w）＝ a＋w 同理（b＋w）（ a＋w）（b＋w）＝ b＋w⇒（ a＋
w）D

·
（b＋w）　又 D

＋∈Con（S）且 aD
　＋

b 从而 a＋wD
　＋

b＋w⇒（ a＋w）D
＋∩D

·
（b＋w）由（2）式同理可得（w＋ a） D

＋

∩D
·
（m＋b）所以 D

＋∩D
·∈Con（S）�证毕．

引理3　若（S�＋�∗）是幂等元半环�则∀a�b∈S　 aD
＋ ∩D

·
b⇔（∃u�v∈S）有 a＝（ u∗v＋v∗ u）∗（v

∗ u＋ u∗v） b＝（v∗ u＋ u∗v）∗（ u∗v＋v∗ u）

引理4　若（S�∗�·）是幂等元半环�则∀a�b∈S�aD
∗ ∩D

·
b⇔（∃u�v∈S）有 a＝（ uv∗vu）（vu∗ uv）
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b＝（vu∗ uv）（ uv∗vu）
注　采用引理1的证明方法同理可证得引理3�4．
引理5　若（S�＋�·）是幂等元半环�则 D

∗∩D
·∈Con（S）当且仅当 S 满足恒等式

［（ uv∗vu）（vu∗ uv）∗w ］ ［（vu∗ uv）（ uv∗vu）∗w ］ ［（ uv∗vu）（vu∗ uv）∗w ］＝（ uv∗vu）（vu∗ uv）∗w
（1）

［ w∗（vu∗ uv）（ uv∗vu） ］ ［ w∗（ uv∗vu）（vu∗ uv） ］ ［ w∗（vu∗ uv）（ uv∗vu） ］＝w∗（vu∗ uv）（ uv∗vu）
（2）

证明　（方法同引理2）
定理2　若（S�＋�∗�·）是幂等元双半环�则∀a�b∈S�aD

　＋∩ D
　∗∩D

·
b⇔（∃u�v∈S）有

　　　　　 a＝（ uv＋vu）（vu＋ uv）　b＝（vu＋ uv）（ uv＋vu） （1）
　　　　　 a＝（ uv∗vu）（vu∗ uv）　b＝（vu∗ uv）（ uv∗vu） （2）
三式中任意两式成立．
证明　由引理1�3�4直接可得．
定理3　若（S�＋�∗�·）是幂等元双半环�则在 S 上 D

＋∩D
∗∩D

·＝△当且仅当 S 满足恒等式
　　　　　（ uv＋vu）（vu＋ uv）＝（vu＋ uv）（ uv＋vu）
　　　　　（ uv∗vu）（vu∗ uv）＝（vu∗ uv）（ uv∗vu）
　　　　　（ u∗v＋v∗ u）∗（v∗ u＋ u∗v）＝（v∗ u＋ u∗v）∗（ u∗v＋v∗ u）
证明　由引理1�引理3�引理4直接可得．
定理4　若（S�＋�∗�·）是幂等元双半环�则在 S 上 D

＋∩D
∗∩D

·＝ᐁ⇔（∀x�y∈S）有
　　　　　x＋y＋x＝x�xyx＝x�x∗y∗x＝x

定理5　若（S�＋�∗�·）是幂等元双半环�则下列命题等价：①D
＋∩D

∗∩D
·∈Con（S）

②S 满足［（xy＋yx）（yx＋xy）＋z ］ ［（yx＋xy）（xy＋yx）＋z ］ ［（xy＋yx）（yx＋xy）＋z ］
＝（xy＋yx）（yx＋xy）＋z （1）

［ z＋（xy＋yx）（yx＋xy） ］ ［ z＋（yx＋xy）（xy＋yx） ］ ［ z＋（xy＋yx）（yx＋xy） ］＝z＋（xy＋yx）（yx＋xy） （2）
③S 满足［（ uv∗vu）（vu∗ uv）∗w ］ ［（vu∗ uv）（ uv∗vu）∗w ］ ［（ uv∗vu）（vu∗ uv）∗w ］

＝（ uv∗vu）（vu∗ uv）∗w （3）
［ w∗（vu∗ uv）（ uv∗vu） ］ ［ w∗（ uv∗vu）（vu∗ uv） ］ ［ w∗（vu∗ uv）（ uv∗vu） ］＝w∗（vu∗ uv）（ uv∗vu）

（4）
证明　①⇒②若 D

＋∩D
∗∩D

·∈Con（S）�由定理2则∀a�b�w∈S�aD
　＋∩D

∗∩D
·
b⇒（∃u�v∈S） a＝（ uv＋

vu）（vu＋ uv）　b＝（vu＋ uv）（ uv＋vu）⇒（ uv＋vu）（vu＋ uv）D
＋∩D

∗∩D
·
（vu＋ uv）（ uv＋vu）⇒

（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋wD
　·∩D

∗∩D
·
（vu＋ uv）（ uv＋vu）＋w⇒

（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋wD
　·
（vu＋ uv）（ uv＋vu）＋w⇒

［（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋w ］ ［（vu＋ uv）（ uv＋vu）＋w ］ ［（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋w ］＝（ uv＋vu）（vu＋ uv）＋w
即②成立．

②⇒①若 S 满足（1）�（2）式�a�b�w∈S�且 aD
　＋∩D

∗∩D
·
b⇒ aD

　＋∩D
·
b 由定理5可知 D

＋∩D
·∈Con（S）�又

D
∗∈Con（S）�所以 D

＋∩D
∗∩D

·∈Con（S）⇒①⇒②同理可证得①⇒③�即①⇒②⇒③
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bi－semiring�the Green－D relations of the idempotent bi－semiring are studied．The necessary and sufficient condi-
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