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摘要：设 G 为一简单图�本文证明了：如果 G 的线图 L（G）为哈密顿的�且在 G 中存在两个顶点 u、υ∈V（G）�满足 d（ u）＋ d（v）
≥ f（ n）（f（ n）为整数）�那么 L（G）中存在 k 个分支的2－因子�其中1≤ k≤? f（ n）－24 」�且说明了当 f（ n）≤ n时所给的结果为
最好可能的�这个结果是对 R．J．Gould和 E．A．Hynds［4］的结果的推广和加强．
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1　介绍

本文考虑的是有限无向简单图�即不含重边和
环的有限无向图�顶点集为 V（G）�边集为 E（G）．如
果没有特别说明�本文中的术语和符号参阅文献
［1］�图 G的线图 L（G）即是以 G的边集 E（G）为顶
点集�两顶点相邻当且仅当它们在 G中为两条相邻
接的边�H⊆G时�G中的顶点v 在H中的度记为 dH
（v）�G的2－因子即 G 的生成子图 H�使得对 G 中
的任一顶点 v∈V（G）�都有 dH（v）＝2．一个2－因
子的分支数也就是看这个2－因子是由多少个顶点
不相交的圈组成的．特别地�对一个图的哈密顿圈
而言�它就是具有1个分支的2－因子．

图 G的环路为 G 中顶点和边的交替序列 C：
v1�e1�v2�e2……�vm�em�v1�使得 ei＝ v iv i＋1�i＝1�
2�…�m－1．em＝vmv1且如果 i≠ j 则 ei≠ ej．环路 C
中如果m个顶点均不相同则为一个圈�而且任何一
个环路都可以分解成一个或多个圈的边不交并．

我们定义 G的控制环路为 G 的具有这种性质
的环路：对 G的任何一条边�它或者为环路上的边�

或者与环路中某一条边相邻接．
一个星就是一个完全二分图 K1�m（m≥3）�其

中度为 m的顶点叫做这个星的中心�度为1的顶点
为星的叶子．

Harrary和Williams给出了 L（G）为哈密顿时原
图 G的特征：

定理1［2］　设 G 为没有孤立顶点的图�则 G 的
线图 L（G）为哈密顿的�当且仅当 G；K1�n（对某一 n
≥3）�或者 G中存在一个控制环路．

给定一个图 G�如果 G中存在 k 个边不相交的
环路和星的集合�使得 G中的每一边要么为某一环
路或星的边�要么与某个环路中的某一条边相邻
接�我们就说中存在 k－控制系统（ k－系统）�其中
与某个环路中的某一条边相邻接的边叫控制边．

以往对2－因子的研究�通常是考虑它的存在
性�简单地便是看图中是否含一个哈密顿圈�然而
最近在2－因子的研究中则更多地关注2－因子的
结构的研究 （如2－因子的分支数的多少）．Gould和
Hynds在研究 L（G）中有 k 个分支的2－因子时总
结出了中有 k 个分支的2－因子时原图的结构．

定理2［3］　设 G为没有孤立顶点的图�L（G）中
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存在 k（k≥1）个分支的2－因子�当且仅当 G 中存
在 k－控制系统．

下面的定理是线图的哈密顿性的原图 G 的度
和条件．

定理3［5］　设 G为一个顶点数 n≥4且至少有
一条边的图�假设对每条边 xy∈ E（G）�都有 d（ x）
＋d（y）≥ n�则 L（G）为哈密顿的．

Gould和 Hynds把定理3加强为：
定理4［4］　设 G为一个顶点数 n≥4且至少有

一条边的图�假设对每条边 xy∈ E（G）�都有 d（ x）
＋d（y）≥ n�则 L（G）中存在 k 个分支的2－因子．
（1≤k≤? n－24 」）

由定理3知道：定理4中的条件保证了 L（ G）
为哈密顿的．如果我们对哈密顿线图考虑它的2－
因子的分支数．这样我们可以得到比定理4更一般
的结果（见定理5）．其中 f（ n）为整数且 f（ n）≥6．

定理5　设图 G 中没有孤立顶点且 L（G）为哈
密顿的�如果 G 中存在两个顶点 u、v∈V（G）、�使
得 d（ u）＋d（v）≥ f （ n）�则 L（G）中存在 k 个分支
的2－因子．（（1≤k≤? f（ n）－24 」）

2　定理5的证明

我们可以用类似于定理4的方法来证明定理5
证　对 k 进行归纳证明�因为 L（G）为哈密顿

的�所以 k＝1时定理成立�假设 L（G）中存在 k－1
个分支的2－因子（1≤k≤? f（ n）－24 」）�要完成定理
的证明只需证得 L（G）中有 k 个分支的2－因子即
可．

反证　假设 L（G）中不存在 k 个分支的2－因
子�又因为 L（G）中存在 k－1个分支的2－因子�根
据定理2�所以 G 中存在一个（ k－1）－控制系统�
而不存在 k－控制系统�我们考虑（ k－1）－控制系
统�设该系统中有 i个星�从而有 k－1－ i个环路．

断言1　系统中每个星最多有5条边
证　假设有一个星有6条或更多的边�则我们

可以重新分配这个星中的边�得到两个至少有3条
边的星�这样�原来的（k－1）－控制系统变成了 k－
控制系统�这与假设矛盾．

断言2　控制系统中的环路一定是圈
证　假设控制系统中有一个环路不是圈�因为

环路可以分解为多个圈的边不交并�所以我们可以

把这个环路分解成2个边不交的环路�使得其中每
个环路至少为一个圈或多个圈的边不交并�从而图
中的控制系统数增加了1�得到了一个 k－控制系
统�这与假设矛盾．

现在考虑图 G 中的某一个顶点ω∈V（G）�如
果ω为控制系统中某个星的中心�那么这个星对ω
至少贡献了3度�而假如这个星有4（或5）边�则我
们可以选择其中的1（或2）条�称它们为可移的边�
因为如果ω出现在控制系统中的其他位置时�如另
一个星的中心或圈上�我们可以把这些可移边移到
的这些位置而可以不改变图 G 中的控制系统的结
构（ i个星、k－1－ i个圈）．如果ω与图 G 中的某条
控制边相关联�我们也称该控制边为可移边．
断言3　（k－1）－控制系统中的某一个顶点ω

∈V（G）�则最多有2条可移边与它相关联
证　假设ω与3条或更多的可移边相关联�则

我们可以用这些可移边形成一个以ω为中心的星�
因为删除可移边并不影响控制系统的结构�这样原
来的（k－1）－控制系统再加上以ω为中心的星�便
形成了一个 k－控制系统�这与假设矛盾．

我们利用以上3个断言来确定 d（ u）、d（v）的
上界

设以 u 为中心的星的个数为 l�以 v 为中心的
星的个数为m�则有 i－ l－m个星既不以 u为中心
也不以 v 为中心．

情形1　 uv∈E（G）
先看 u的最大可能的度为多少�除掉与 u关联

的可移边�每个以 u 为中心的的星贡献3度�因为
uv∈E（G）�所以 v 以为中心的星最多贡献1度�此
外不以 u、v 为中心的星每个最多贡献1度�每个圈
最多贡献2度�与 u关联的边最多有2条�最多贡献
2度�所以有：
d（u）≤3l＋1＋（ i－m－ l）＋2（k－1－ i）＋2
同理　d（v）≤3m＋1＋（ i－m－ l）＋2（k－1－

i）＋2
因为边 uv 不能同时在以 u 为中心的星和以 v

为中心的星上�所以在做上面两式的度和时�右边
的式子中应该减掉1�这样就有：

d（u）＋d（v）≤3l＋3m＋1＋2（ i－m－ l）＋
　4（k－1－ i）＋4
＝ l＋m－2i＋4k＋1
≤ i－2i＋4k＋1
≤4k＋1

又因为定理的条件中有 d（ u）＋ d（v）≥ f（ n）�
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所以 f（ n）≤4k＋1
即 k≥? f（ n）－14 」这与 k≤? f（ n）－24 」矛盾
情形2　 uv∉E（G）
这与 i）的情况相同�只是以 u为中心的星对 v

不贡献度的同时以 v 为中心的星对 u 也不贡献度�
这样上式就变为：

d（u）≤3l＋（ i－m－ l）＋2（k－1－ i）＋2
d（v）≤3m＋（ i－m－ l）＋2（k－1－ i）＋2
得　d（ u）＋d（v）≤4k＜4k＋1
同情形1矛盾．

3　注记
本小节主要说明文章中的结果在 f （ n）≤ n 时

是最好可能的�设 V （ G′）＝｛u�u1�．．．�uk�v�
v1�．．．�vk｝．

E（ G′）＝｛uv�uui�uuk�vvk�uiv i�vv i�ukωj�
ωjωj＋1�ωtυk　 i＝1�．．．�k－1�j＝1�．．．�t－1｝t3　
0．

记上图 G′中的顶点数为 n�如上图则有：n＝2k
＋2＋ t 如果设 n－ t－2＝0（mod4）�由定理1�图 G′

的线图 L（G′）为哈密顿的�且
d（ u）＋d（v）＝ f（ n）＝2k＋2＝ n－ t

我们来看 G′中控制系统的结构�如果控制系统
中有星存在�由于只有 d（ u）≥3�d（v）≥3�则只能
是以 u或 v 为中心的星�这时与星的叶子相关联的
边（即两端点度均为2的边如：e、f ）将得不到控制�
所以控制系统全部由环路组成�而当每个环路均为
圈时�环路的数目最大�此时图中所包含的控制系
统数最大�从图 G′中很容易看到�它有且最多有
n－ t－24 个边不交的圈�边 uv 为控制边�所以 G′中

有 k－控制系统�其中1≤ k≤ n－ t－24 �由定理2�L
（G′）中存在相应 k 个分支的2－因子�这说明定理5
中的结果在 f（ n）≤ n时为最好可能的．
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