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关于正则图的最大特征值的一个不等式
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摘要：主要讨论了 Krivelevich的与图的谱有关的一个不等式的等号成立的情况�得到下面的结果：
定理1：设 G＝（V�E）是 n个顶点的 d正则图�令 d＝λ1≥λ2≥Λ≥λn 是 G 的所有特征值．又令λ＝max2≤ i≤ n｜λi｜�则对于

U�W⊂V�有｜e（U�W）－ d｜U‖W｜／n｜≤λ ｜U‖W｜1－｜U｜／n 1－｜W｜／n �其中 e（U�W）表示 U 到W 的边数；等号成
立当且仅当 U＝W�且 G｜e（U�W）－ d｜U｜｜W｜／n｜或者为具有参数（ n�k�a�a）的强正则图�或者为完全图．
关　键　词：正则图；谱；谱不等式
中图分类号：O157．5　　　　　　文献标识码：A

　　设 G＝（V�E）是一个图�其顶点集为 V＝｛1�2�Λ�n｝�G
的邻接矩阵 A 是一个 n× n矩阵�其元素为 aij＝1�如果 ij∈
E；0�其他情况．显然 A 是一个（0�1）实对称矩阵�且其主对
角线上的元素全为0．设 A 的特征值为λ1≥λ2≥Λ≥λn�其特
征向量对应的一组标准正交基为 B＝｛x1�x2�Λ�xn｝：Axi＝
λixi�xtixi＝1�1≤ i≤ n．利用谱分解�A 可以写成 A ＝
Σn
i＝1λixix

t
i
［5］．

设 G 是 n个顶点的正则图�且它不是完全图也不是空
图．我们称 G 是具有参数（ n�k�a�c）的强正则图（见 ［3］）�
如果 G是 k正则的�且 G中任意两个相邻的顶点都有 a 个
公共邻点�而任意两个不相邻的顶点都有 c个公共邻点．对
于图论中的其他概念�参见 ［2］．

引理1［3］　若一个连通正则图 G 恰好有3个不同的特
征值�则 G 是强正则图．

引理2［3］　设 G 是具有参数（ n�k�a�c）的强正则图�则
除 k 外�G 有另外两个特征值θ＝12 （ a－ c＋ D）�τ＝12
（ a－ c－ D）�这里 D＝（ a－ c）2＋4（ k－ c）．

其重数为

mθ＝12（ n－1－（2k＋（ n－1）（ a－ c））／ D�

mτ＝12（ n－1＋（2k＋（ n－1）（ a－ c））／ D．

设 G＝（V�E）是 d正则图�则 d＝λ1＞λ2．本文中�我们
将讨论下面著名的不等式（见 ［1］�Chapter9或 ［4］）的等号成
立时的情况．

定理1　设 G＝（V�E）是 n个顶点的 d 正则图�令 d＝
λ1≥λ2≥Λ≥λn是 G 的所有特征值．又令λ＝max2≤ i≤ n≤｜λi
｜�则对于 U�W⊂V 有

｜ e （ U� W ） － d ｜ U ‖ W ｜／n ≤ λ

｜U‖W｜1－｜U｜／n 1－｜W｜／n （1）
其中 e（U�W）表示 U 到 W 的边数；等号成立当且仅当

U＝W�且 G 或者为具有参数（ n�k�a�a）的强正则图�或者
为完全图．

证明　令 B＝｛x1�x2�Λ�xn｝为 A 的特征向量组成的一
组标准正交基．则由前面的说明有 Axi＝λixi�xtixi＝1�1≤ i≤
n�A＝Σn

i＝1λixix
t
i．

令 A1＝λ1x1xt1�R＝Σni＝2λixixti�则 A＝A1＋R
令 u＝｜U｜�ω＝｜W｜．U 的示性向量为χU∈Rn�即�若 i

∈U�则 χU＝1；其他情况为0．同样定义 W 的示性向量为
χW．利用基 B＝｛x1�x2�Λ�xn｝�我们有

χU＝Σni＝1αixi�αi＝χtUxi�Σ
n

i＝1α
2
i＝‖χU‖2＝ u （2）

χW＝Σni＝1βixi�βi＝χtWxi�Σ
n

i＝1β
2
i＝‖χW‖2＝ω （3）
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注意到 e（U�W）＝χtUAχW＝χtUA1χW＋χtURχω． （3）
下面对上式中的和进行估计．其中第一项是主项�第二

项是误差项

χtUA1χW＝ Σn
i＝1αixi

t（λ1x1xt1） Σ
n

j＝1βjxj ＝α1β1λ1 （4）
χtURχW＝ Σn

i＝1αixi
t Σn
i＝2λixix

t
i Σn

j＝1βjxj ＝Σ
n

i＝2αiβiλi （5）
注意到 G 是 k 正则的�有 d＝λ1�且 x1＝ 1n （1�1�Λ�

1） t�我们有α1＝χtUx1＝ u
n
�β1＝χtWx1＝ ωn�因此 χ

t
UA1χW＝

duw
n ．

下面估计（5）式�由柯西不等式�得
｜χtURχW｜＝｜Σni＝2αiβiλi｜≤λ｜Σ

n

i＝2αiβi｜≤λ Σn
i＝2α

2
iΣni＝2β2i＝λ

（‖χU‖2－α21）（‖χW‖2－β21）
＝λ uw 1－ un 1－ wn （6）．

若定理中等号成立�则证明过程中的不等号全为等号�
由（6）式得
｜Σn
i＝2αiβiλi｜＝｜λΣ

n

i＝2αiβi｜＝λ Σn
i＝2α

2
iΣni＝2β2i （7）

其中第二个等号说明
αi
βi ＝γ为常数�2≤ i≤ n．又

Σn
i＝2α

2
i＝ u－α21＝ u－ u

2
n �Σ

n

i＝2β
2
i＝w－β21＝w－ w

2
n （8）

由（8）式�得　γ＝ u（ n－ u）
w（ n－w）．

又由（2）式和（3）式�得
χU－α1x1＝Σni＝2αixi＝χU－ un1

－�

χW－β1x1＝Σni＝2βixi＝χW－ wn1
－�这里1－是全1向量．

因此�我们得到χU－ un1
－＝ u（ n－ u）

w（ n－w） χw－ wn1
－

我们断言�要使等号成立�一定有 u＝w 且 U＝W．

否则一定存在 v∈U�但 v∉W�则有χU（v）＝1�χW（v）
＝0�看上式的第 v 个分量�有1－ u

n ＝ u（ n－ u）
w（ n－w）

0－ wn �这是不可能的．因此我们得到结论．

（7）式中第一个等号说明｜λi｜＝λ�2≤ i≤ n．由 Σni＝1λi＝0
可知�λ≠0

若λi＜0�2≤ i≤ n��则 G 只有两个不同的特征值�因此
G 一定是完全图．
若 G 不是完全图也不是空图�且λ2＞0�则 G 有三个不

同的特征值．已知 G 正则�由引理1�得 G 一定为强正则图．
设 G 的三个不同的特征值为 k�θ＞0�τ＜0�且有｜θ｜＝｜τ｜．
由引理2知�θ·τ＝－（ k－ c）．因此有
θ＝ k－ c�τ＝－ k－ c．
再由引理2得 a＝ c．因此此时 G 为具有参数（ n�k�a�

a）的强正则图�且θ＞0�τ＜0的重数为
mθ＝12 n－1－ k

k－ a �

mτ＝12 n－1＋ k
k－ a ．

反之�当图 G 为强正则图时�可以验证�等号成立．证明
完毕．
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The Equality Condition of Two Inequalities on Graph Spectra
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Abstract：In this paper�we mainly discuss the equality condition of two inequalities obtained by Krivelevich�we get the
following result：Let G be a d-regular graph on n vertices．Let d＝λ1≥λ2≥ΛΛ≥λn be the eigenvalues of G．denote
λ＝ max2≤i≤n ｜λi ｜． Then for every two subsets U� W ⊂ V� e（U�W）－d｜U‖W｜／n ≤ λ
｜U‖W｜（1－｜U｜／n）（1－｜W｜／n）．
Key words：regular graphs；spectra；spectra inequalty．
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