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摘要：主要目的是研究前缀码�得到了前缀码与极大前缀码的若干特征．从而推广了 Shyr的关于前缀码的结果
关　键　词：自由幺半群；语言；前缀码；极大前缀码
中图分类号：O152．7　　　　　　文献标识码：A

1　引言

设 X 为字母表�X＋（X∗）记由 X 生成的自由
（幺）半群．X＋的任意子集称为语言．令 A 为语言．
若 A 满足 A∩AX＋＝∅�则称 A 为前缀码．进一步�
前缀码 A 称为一极大前缀码�如果对 X＋任意中的
字 y∉A�都有 A∪｛y｝并不是前缀码．

定义1　设 A�B为X 上的非空语言．
（1） A′＝｛x∈X＋∶（ u∈X∗）xu∈A｝�称为 A 的

前缀集；
（2） Ac＝｛x∈X∗∀（∃u∈X＋） xu∈A｝�称为

A 的严格前缀集．
（3） A－1B＝｛x∈X∗｜Ax∩B≠∅｝．
显然�对 X 上的非空语言 A 和 B�有
1∈Ac�（A∪B）′＝A′∪B′�（A∪B） c＝Ac∪Bc

成立．特别地�若1∉A�则 A⊆A′；若 A 是前缀
码�则 A′＼Ac＝A．

2　主要结果

命题1　若 A 为 X 上的非空语言�则下列条件
等价：

（1） A 是前缀码；

（2） A∩Ac＝∅；
（3） A′∩AX＋＝∅；
（4） 对任意 y∈Ac�B＝｛y｝－1（A∩ yX＋）�为前

缀码．
证明：（1）⇒（2）若 a∈A∩Ac�则存在 a1∈A�u

∈X＋使得 a1＝ au�与 A 为前缀码矛盾．于是 A∩Ac

＝∅．
（2）⇒（3）设 a∈A′∩AX＋�那么存在 x∈X＋�y

∈X∗�a1∈A�a2∈A 使得 a1＝ ay�a＝ a2x．于是�
a1＝ a2xy．这说明�a2∈A∩Ac�与 A∩Ac＝∅矛盾．
从而 A′∩AX＋＝∅．

（3）⇒（1）　由于 A⊆ A′�则 A∩ AX＋⊆ A′∩
AX＋＝∅．于是 A 是前缀码．

（1）⇒（4）　设 B 不是前缀码．则存在 b1�b2∈
B�x∈X＋�使得 b2＝b1x�但由于 yb1�yb2∈A�我们
有 yb2＝yb1x�这与 A∩AX＋＝⌀�故 B是前缀码．

（4）⇒（1）　设（4）成立．取 y＝1∈ Ac�则 B＝
｛y｝－1（A∩yX＋）＝A 为前缀码．

下面给出极大前缀码的一些刻画：
命题2　令 A 为 X 上的非空语言�则下列条件

等价：
（1） A 为X 上的极大前缀码；
（2） 对任意 y∈Ac�B＝｛y｝－1（A∩ yX＋）为极

第23卷第4期
2006年8月

华 东 交 通 大 学 学 报
Journal of East China Jiaotong University

Vol．23　No．4
Aug．�2006



大前缀码；

（3） X＋＝A′∪· AX＋（表示两者无交并）．
证明　（1）⇒（2）由命题1�B＝｛y｝－1（ A∩

yX＋）为 X 上的前缀码．下面证明 B为极大前缀码．
若 b∈X＋＼B�则有 yb∉A�又 A 为极大前缀码�即
有 yb∈Ac 或 yb∈AX＋．我们分两种情况：

i） ．yb∈Ac 则存在 a∈A�x∈X＋使得 ybx＝ a．
若 ybx＝ a�则 bx∈B．显然�B∪｛b｝不是前缀码．

ii） yb∈AX＋．则存在 a∈A�x∈X＋使得 yb＝
ax．从而存在 u∈X＋使得 y＝ au�ub＝x 或 a＝ yu�
b＝ ux．若 y＝ au�ub＝ x�由 y∈Ac�存在 a1∈A�x0
∈X＋使得 a1＝yx0�即 a1＝yx0＝ aux0�与 A 为前缀
码矛盾�从而 a＝yu�b＝ ux．这样�u∈B．显然�B∪
｛b｝不是前缀码．

至此�证明了 B为极大前缀码．
（2）⇒（1）取 y＝1∈Ac�则 B＝｛y｝－1（A∩yX＋）

＝A 为极大前缀码．
（1）⇒（3）注意到�A 为 X 上的前缀码．由命题

1�知 A′∩AX＋＝∅．若 y∈X＋＼A′�则 y∉A．由 A
的极大性�知 A∪｛y｝不是前缀码�因而存在 a∈A�
x∈X＋使得 y＝ ax 或 a＝yx．但 y∉A′�我们有 y＝
ax∈AX＋．故 X＋＝A′∪· AX＋．

（3）⇒（1）由 A′∩AX＋＝∅和命题1�知 A 为前

缀码．由假设 X＋＝A′∪· AX＋�知�若 y∉A�则 y∈
AX＋或 y∈Ac．这样�A∪｛y｝不可能为前缀码．从而
A 为X 上的极大前缀码．
由命题2�我们有下面推论．
推论1　如果 M�M0为 X 上的极大前缀码�那

么

（1）若 y∈M�则 M1＝（ M＼｛y｝）∪yM0为极大
前缀码；

（2）若 yM0⊆M�则 M2＝（ M＼ yM0）∪｛y｝为极
大前缀码．

证明　显然�（yM0）′＝｛y｝′∪ yM′0�y∈｛y｝′⊆
（yM0）′�yM0′⊆（ yM0）′．因为 M0为极大前缀码�得
到 X＋＝M0′∪M0X＋�因而 yX＋＝yM0′∪yM0X＋．

（1） 令 y∈M�则｛y｝′∈M′�从而 M1′＝（ M＼
｛y｝）′∪（ yM0）′＝ M′∪ yM0′．由于 M1X＋＝（ M＼
｛y｝） X＋∪ yM0X＋＝ （ MX＋＼ yX＋）∪ yM0X＋＝
MX＋＼yM0′．

这样 X＋＝M′∪· MX＋＝（M′∪yM0′）∪· （MX＋＼

yM0′）＝M1′∪· M1X＋�．由命题2�知 M1为极大前缀
码．

（2） 令 yM0⊆M�则｛y｝′∈（ yM0）′�从而 M2′＝
（M＼yM0）′∪｛y｝′＝M′＼yM0′．由于

M2X＋＝ （ M　 yM0） X＋∪ yX＋＝ （ MX＋＼
yM0X＋）∪yX＋＝MX＋∪yM0′．

这样�X＋＝M′∪· MX＋＝（ M′＼ yM0′）∪· （ MX＋

∪yM0′）＝M2′∪· M2X＋．由命题2�知 M2为极大前
缀码．

由于 X 本身为极大前缀码�下面结论是显然
的．

推论2　［1�命题2．7］ 如果 M为X上的极大前
缀码�那么

（1）若 y∈M�则 M1＝（ M＼｛y｝）∪ yX 为极大
前缀码；

（2）若 yX∈M�则 M2＝（ M＼ yX）∪｛y｝为极大
前缀码．

令 X∗为带长度的自由幺半群�对任意 X∗中的
字 x�lg（x）记 x 中出现 X 的字母的个数．对任意语
言 A⊆X∗�记 Lg（A）＝max｛lg（x）｜x∈A｝如果存在
的话．

命题3　若 A 为X 上的前缀码且Lg（A）＝ n�则
下列条件等价：

（1） A 为极大前缀码；
（2） Xn⊆A∪AX＋；
（3） Xm⊆AX＋�m≥ n＋1．
证明：（1）⇒（2）因为 Lg（A）＝ n�所以 Xn∩A＝

Xn∩A′．进一步�由命题2�可得 Xn＝Xn∩X＋＝Xn

∩（A′∪AX＋）＝Xn∩（A∪AX＋）⊆A∪AX＋．
（2）⇒（1）对任意 x∈X＋�如果 lg（x）≤ n�则存

在 u∈X∗�使得 xu∈Xn⊆A∪AX＋�因而存在 a∈
A�v∈ X∗�使得 xu＝ av 即 x∈ A′∪ AX＋；如果 lg
（x）＞ n�则有 x∈XnX＋⊆（A∪AX＋）X＋＝AX＋�即
X＋＝A′∪AX＋．由于 A 为 X 上的前缀码�根据命题
1与命题2�为极大前缀码．

（1）⇒（3）设 A 为极大前缀码�那么�由（2）�知
Xm＝Xm∩X＋＝Xm∩（A′∪AX＋）＝（Xm∩A′）

∪（Xm∩AX＋）＝Xm∩AX＋⊆AX＋．
（3）⇒（1）对任意 x∈X＋�我们考虑如下两种情况：
i） lg（x）≤m．则存在 u∈X∗�使得 xu∈Xm⊆

AX＋�因而存在 a∈A�v∈X＋使得�xu＝ av�即 x∈
A′∪AX＋； （下转第140页）
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和Ax＋Lx．的闭性自动满足．事实上�当 A 为单值算
子时�本文结论仍是新的�定理1－4只要求了算子
存在一个上解或下解且条件 （Ⅱ）�（Ⅳ）�（Ⅳ）′�
（Ⅲ）′比一般文献中使用的 Lipschilz 条件更为广泛�
本文的结果推广了文［3�5］的相应结果．
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（上接第133页）
　　ii） lg（x）＞m．则 x∈XmX＋⊆AX＋X＋⊆AX＋�即
X＋＝A′∪AX＋．由于 A 为 X 上的前缀码�椐命题1
与命题2�A为极大前缀码．

基于命题3�我们可以得到下面结果．
推论3　如果 A为X上的前缀码并且 Lg（A）＝

n�那么存在 X 上的极大前缀码 M 满足 A⊆M�Lg
（M）＝n．

证明　我们将证明�M＝A∪（Xn＼AX＋）是所要
求的极大前缀码．因为
Mc＝Ac∪（Xn＼AX＋）c�A∩（Xn＼AX＋）c＝∅且

（Xn＼AX＋）∩（Xn＼AX＋）c＝∅�所以 M∩Mc＝∅�进

而�M为X上的前缀码�且 Lg（M）＝n．另一方面�由
于MX＋＝AX＋∪（Xn＼AX＋）X＋⊇AX＋�有Xn⊆M∪
MX＋．再由命题3�知M极大前缀码．
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