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一类集值算子不动点定理
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摘要：在 Banach空间中研究了一类集值算子的不动点存在性�在不附加连续性条件下得到了不动点存在性结果�且给出了其
不动点的迭代收敛序列．
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　　近年来�众多文献研究了集值算子的不动点存
在问题�往往对算子附加某种连续性假设或者是对
集合附加某种紧性假设�本文在没有上述假设的条
件下�只要求算子有一个上解或者下解�对集合附
加了闭性�对一类集值算子进行了研究�我们将该
集值算子的不动点问题转化为一个集值增算子的

不动点问题�利用 Banach 压缩映象原理�从而获得
新的不动点定理．

本文总设 E为一 Banach 空间�P为 E中的锥�
由其导出的半序为“≤”�为了行文方便�我们引入
下面的概念．

集值算子 A：E→2E�若对任意的 x≤ y�x�y∈
E有∀u∈Ax�∃v∈Ay�使得 u≤v�则称 A 为集值
增算子．若对任意的 x≥ y�x�y∈E有∀u∈Ax∃v
∈Ay�使得 u≥v�则称 A 为集值拟增算子（见文 ［1�
2］）．

集合 B1�B2⊂E1�若∀u∈B1�∃v∈B2�使得 u
≤v 成立�则记 B1≤B2．若∀v∈B2�∃u∈B1�使得
u≤v 成立�则记 B1≤2B2．
定义1　集值算子 A：E→2E�若存在 u0∈E�使

得｛uD｝≤1Au0�则称 u0为算子 A 的一个下解．若存
在 u0∈E�使得 Au0≤2｛u0｝�则称 v0为算子 A 的一
个上解．

定理1　设 E为一实 Banach 空间�P 为 E中的
正规锥�集值算子 A∶E→2E�若下列条件满足
（ i）算子 A 在 E中有一个下解�即存在 x0∈E�

使得｛x0｝≤1Ax0�
（ ii）存在常数 M≥0及线性有界正算子 L∶E→

E�且谱半径 r（L）＜1�使得对任意的 x≤ y�x�y∈
E有∀u∈Ax�∃v∈Ay�M（x－y）≤v－ u≤L（y－
x）� （1）
且对任意的 x∈E�Ax＋Mx 是闭的．
则存在 x∗∈E满足 x∗∈Ax∗�即 x∗为 A 的不

动点．

证明　令 Bx＝ 11＋M（Ax＋Mx）�∀x∈E．则集
值算子 B∶E→2E�由（ ii）知�对任意的 x≤y�x�y∈
E有�
∀u∈Ax�∃v∈Ay�M（x－y）≤v－ u≤L（y－x）
即∀u∈Ax�∃v∈Ay 满足

θ≤（v－ u）＋M（y－x）＝（v＋My）－（ u＋Mx）
≤L（y－x）＋M（y－x）＝（L＋MI）（y－x）
显然�对任意的 x�y∈ E�若 u∈Ax�v∈Ay�则

有 u＋Mx∈（Ax＋Mx）�v＋My∈（Ay＋My）．
从而�∀u＋Mx∈（Ax＋ Mx）�∃v＋ My∈（Ay

＋My）使得
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θ≤ 11＋M（v＋My）－ 11＋M（U＋Mx）
＝ 11＋M（L＋MI）（y－x）
为方便起见�仍记 u＋Mx1＋M �v＋My1＋M 分别为 u�v．

因此�∀u∈Bx�∃v∈By 满足
∀u∈Bx�∃v∈By�θ≤v－ u≤H（y－x）．（2）
也即 B∶E→2E 是集值增算子�其中线性有界

正算子 H＝ 11＋M（L＋MI）�I 为恒等算子．易知�A
的不动点必定是 B 的不动点；反过来�B 的不动点
也必定是 A 的不动点．

下面我们证明 B在 E中有不动点．
因为谱半径 r（L）＜1�取α满足 r（L）＜α＜1�

由 limn→＋∞‖Hn‖1n ＝r（H）≤ 11＋M（r（L）＋M）＜α＋M1＋M
≡β＜1�可知�存在自然数 k�使得

‖Hn‖＜βn�n≥k （3）
由（i）知�｛x0｝≤1Bx0�再由算子 B 的增性�我们

可以找到 x1∈Bx0使得 x0≤x1．由（2）式�可以选取 x2
∈Bx1使得

x1≤x2�θ≤x2－x1≤H（x1－x0）．
再由（2）式�可以选取 x3∈Bx2使得

x2≤x3�θ≤x3－x2≤H2（x1－x0）．
继续上述的选取过程�我们可以构造一个增序

列｛xn｝满足
xn＋1∈Bxn　θ≤xn＋1－xn≤Hn（x1－x0）�n＝1�2�

3�… （4）
由锥的正规性和（4）式�有‖xn＋1－xn‖≤N·‖

Hn‖·‖x1－x0‖�n＝1�2�3�…．其中 N 为正规常
数．由（3）式知�‖xn＋1－xn‖≤Nβn‖（x1－x0）‖�n≥
k�故（xn｝为基本例�所以｛xn｝收敛．令 xn →x∗�由
｛xn｝的增性�有 xn≤x∗�（n＝1�2�3�．．．）．由（2）式�
可选取 yn∈Bx∗�使得‖yn－xn‖≤N‖H‖‖x∗－
xn－1‖．显然｛yn｝也收剑到 x∗�由假设（ii）知�Bx∗

闭�从而 x∗∈Bx∗�证完．
定理2　设 E为一实 Banach 空间�P为 E中的

正规锥�集值算子 A∶E→2E．若下列条件满足
（Ⅲ）算子 A 在 E 中有一个下解�即存在 x0∈

E�使得｛x0｝≤1Ax0．
（Ⅳ）存在线性有界正算子 L∶E→E�且2r（L）·

r（（ I＋L）－1）＜1�使得对任意的 x≤y�x�y∈E有
∀u∈Ax�∃v∈Ay�－L（y－x）≤v－ u≤L（y－x）．
且对任意的 x∈E�Ax＋Lx 是闭的．

则存在 x∗∈E满足 x∗∈Ax∗�即 x∗为 A 的不
动点．

证明　与定理1的证明类似�令 Bx＝｛z＝（ I＋
L）－1（y＋ Lx）�y∈Ax｝�∀x∈ E�其中 I 为恒等算
子�为了方便记 Bx＝（ I＋L）－1（Ax＋Lx）�∀x∈E．
由（Ⅳ）知�对任意的 x≤y�x�y∈E有�

∀u∈Bx�∃v∈By�θ≤v－ u≤H（y－x）．
也即：B∶E→2E 是集值增算子�其中线性有界

正算子 H＝（ I＋L）－1·2Lx．
我们只需验证：对任意的 xEE�Bx 为 E 中的闭

集�事实上�对 Bx 中的任意序列｛Zn｝�若 Zn→ z∗
（ n→∞）�则有（ I＋ L）（ Zn）∈ Ax＋ Lx�且（ I＋ L）
（zn）→（ I＋L）（z∗）（ n→∞）�由 Ax＋Lx 的闭性知�
（I＋L）（z∗）∈Ax＋Lx�即存在某个 y∈Ax 使得（ I
＋L）（z∗）＝ y＋ Lx．从而有 z∗ ＝（ I＋ L）－1（ y＋
Lx）�即 z∗∈Bx�因此 Bx 为 E中的闭集．证毕．
将定理1�2中的下解条件换成上解条件�类似

于定理1�2的证明可知�下面的结论成立．不同之处
在于我们将算子 A 的不动点问题转化成集值拟增
算子的不动点问题．

定理3　设 E为一实 Banach空间�P为 E中的
正规锥�集值算子 A∶E→2E．若下列条件满足
（Ⅰ）′算子 A 在 E 中有一个上解�即存在 x0∈

E�使得 Ax0≤2｛x0｝�
（Ⅱ）′存在常数 M≥0及线性有界正算子 L∶E

→E�且谱半径 r（L）＜1�使得对任意的 x≤ y�x�y
∈E有
∀v∈Ay�∃u∈Ax�－M（y－x）≤ u－v≤L（y－x）�

且对任意的 x∈E�Ax＋Mx 是闭的．
则存在 x∗∈E满足 x∗∈Ax∗�即 x∗为 A 的不

动点．
定理4　设 E为一实 Banach空间�P为 E中的

正规锥�集值算子 A∶E→2E．若下列条件满足（Ⅲ）′
算子 A 在 E中有一个上解�即存在 x0∈E�使得 Ax0
≤2｛x0｝�
（Ⅳ）′存在线性有界正算子L∶E→E�且2r（L）·

r（（ I＋L）－1）＜1�使得对任意的 x≤y�x�y∈E有
∀v∈Ay�∃u∈Ax�－L（y－ x）≤ u－v≤L（ y

－x）�
且对任意的 x∈E�Ax＋Lx 是闭的．
则存在 x∗∈E满足 x∗∈Ax∗�即 x∗为 A 的不

动点．
注1　定理1－4的结论同样适用于单值算子

且条件更为简化�若 A 为单值算子则条件 Ax＋Mx
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和Ax＋Lx．的闭性自动满足．事实上�当 A 为单值算
子时�本文结论仍是新的�定理1－4只要求了算子
存在一个上解或下解且条件 （Ⅱ）�（Ⅳ）�（Ⅳ）′�
（Ⅲ）′比一般文献中使用的 Lipschilz 条件更为广泛�
本文的结果推广了文［3�5］的相应结果．

参考文献：
［1］ 郭大钧．非线性泛函分析 ［M］．济南：山东科学技术出版

社（第二版）�2002．
［2］ 郭大钧．非线性分析中的半序方法 ［M］．济南：山东科学
技术出版社�2000．

［3］ 李志龙．一类集值算子的不动点定理 ［J ］．江西师范大学
学报�2000�24（2）：122－125．

［4］ 孙经先．不连续的增算子不动点定理及其对含间断项的
非线性方程的应用 ［J］．数学学报�1988�31：101－107．

［5］ 张克梅．集值算子的最小�最大拟不动点对的存在定理
［J］．曲阜师范大学学报�1999�（1）：13－16．

Fixed Points of a Class of Set-valued Operators

LI Zh-i long

（School of Informational Management�Jiangxi University of Finance and Economics�Nanchang330013�China）

Abstract：In this paper�the existence of fixed points of a class of set-valued operators is studied and obtained�also the se-
quence convergent to the fixed point is given．
Key words：set-valued operators；fixed points．

（上接第133页）
　　ii） lg（x）＞m．则 x∈XmX＋⊆AX＋X＋⊆AX＋�即
X＋＝A′∪AX＋．由于 A 为 X 上的前缀码�椐命题1
与命题2�A为极大前缀码．

基于命题3�我们可以得到下面结果．
推论3　如果 A为X上的前缀码并且 Lg（A）＝

n�那么存在 X 上的极大前缀码 M 满足 A⊆M�Lg
（M）＝n．

证明　我们将证明�M＝A∪（Xn＼AX＋）是所要
求的极大前缀码．因为

Mc＝Ac∪（Xn＼AX＋）c�A∩（Xn＼AX＋）c＝∅且
（Xn＼AX＋）∩（Xn＼AX＋）c＝∅�所以 M∩Mc＝∅�进

而�M为X上的前缀码�且 Lg（M）＝n．另一方面�由
于MX＋＝AX＋∪（Xn＼AX＋）X＋⊇AX＋�有Xn⊆M∪
MX＋．再由命题3�知M极大前缀码．
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