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具有随机利率和波动率的复合期权定价
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（上海交通大学 安泰管理学院�上海200030）

摘要：在复合期权的定价研究中�Geske（1979）公式的不足之处在于其假设利率和波动率均为常数．Geman－El Karoui－Rochet
（1995）、Hull（1998�2000）等人也是假设波动率或利率之一为常数．本文对 Geske 公式加以推广�得出了利率和波动率都随机波
动时的复合期权定价公式�具有更强的实践意义．
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复合期权即是期权的期权�它暗示了一系列复合（增长）机会的价值�现已广泛应用于企业投资决策．许多实物投资�如研
发、战略并购、网络信息技术等�其决策不仅依据其预期的直接现金流�而且依据其可能的未来成长机会（如新技术突破与创
新、新市场渠道的开辟等）；这类投资不应被视为独立期权�而应视为前后项目相互关联的复合期权�前一环节的投资很可能
是后一环节的先决条件．

1979年�Geske在 Black－Scholes（简称 BS 公式）的期权定价公式框架下对复合期权的定价进行了研究�其步骤主要分两
步：首先对标的期权根据 BS 公式定价；然后把上一步发现的复合期权作为单一期权进行定价．Geske（1979）之后�Carr （1988）、
Brealey 和 Myers（1991）、Geske和 Johnson（1984）、Trigeorgis（1996）等都研究了序列（复合）期权�包括为获得后序期权的期权�目的
是把标的资产换成其它风险资产．然而�包括 Geske在内的这些研究都假设波动率和利率为常数；由于复合期权的序贯性�其
对潜在参数的敏感性大大增加�因而这些公式和成果很难在实践中应用．国内外一些学者对此了进行部分修正�如 Hull（1998�
2000）研究了标的资产的波动率为随机情形下的复合期权�杨春鹏（2002）研究了行权时间为随机形式下的复合期权．本文将在
Geske和 Hull 的研究基础上�探讨波动率和利率均为随机情形的复合期权．

假设企业投资机会被视为期权�标的资产是现有资产的全部价值 V�股票、但保、可转债等各种有价证券可以或有索取权
附加于 V 之上；标的期权是公司发行的股票�它是基于公司价值 V 的期权．

1　波动率和利率随机情形下的复合增长期权定价

　　以 S 表示公司的市场现值�B 表示公司债券面值（纯现金债券�到期时间为 T 年）．假设公司价值 V 遵循几何布朗运动：
dV
V ＝μ（t） dt＋σ（t） dWt

其中�Wt 为标准维纳过程�μ（t）是 t 时刻公司的瞬时期望收益率�σ（t）是 t 时刻公司收益的波动率�μ（t）和σ（ t）都是随
时间而变化的．

假设公司股票可视作公司价值的期权�根据伊滕引理�股票均衡价格遵循下述偏微分方程：

　　　　　　　　　　
●S
●t ＝ r（ t） S－ r（ t）V ●S●V－0．5σ2（ t）V2 ●2●V2 （1）
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其中�r（ t）表示无风险收益率．
在 T 时刻�如果公司价值大于债券面值 B�清算后�剩余价值将支付给公司股东．如果公司价值低于债券面值�则公司股

票分文不值．因而�（1）式的边界条件为：
　　　　　　ST＝max（VT－B�0） （2）
根据 Merton（1973）的研究结果�在（2）式的约束条件下�（1）式的解为：
　　　　S（V�t）＝VN（K2（ t））－exp －∫T

t
r（τ） dτ） BN（K1（ t）） （3）

其中�

k1（ t）＝
1n（ VB ＋∫T

t
［ r（τ）－0．5σ2（τ） ］ dτ
（∫T
t
σ2（τ） dτ）

12
�k2（ t）＝

1n（ VB ）＋∫T
t
［ r（τ）＋0．5σ2（τ） ］ dτ

（∫T
t
σ2（τ） dτ）

12
（4）

N（·）为累积概率分布函数．
下面求股票 S 的欧式增长期权价值 c．c＝ f（ S�t）�行权价格为 X�到期时间为 t∗（ t∗≤T）．由于 S 被视为公司价值的期

权�这种期权应被视作复合期权�其价值 c 依赖于 V 和 t�于是有

　　　　　　
●c
●t＝ r（ t） c－ r（ t）V ●c●V－0．5σ2（ t）V2●2c●V2 （5）

边界条件为：ct∗＝max（St∗－X�0） （6）
以 V∗表示 St∗－X＝0时的公司价值�其中 St 由（3）式给出．当公司价值大于 V∗时�期权将被行权；低于 V∗时�不行

权．由于（3）式和（4）式�V∗是唯一存在的．
定义

h1（ t）＝
1n（ VV∗＋∫t

∗

t
［ r（τ）－0．5σ2（τ） ］ dτ
（∫t

∗

t
σ2（τ） dτ）

12
�h2（ t）＝

1n（ VV∗＋∫t
∗

t
［ r（τ）－0．5σ2（τ） ］ dτ
（∫t

∗

t
σ2（τ） dτ）

12
（7）

为解（5）和（6）�作如下替代：
c（V�t）＝exp －∫t

∗

t
（τ） dτ c

～
（ u�z）

其中�u＝－1n（ VV∗）－∫t
∗

t
［ r（τ）－0．5σ2（τ） ］ dτ�z＝12∫t

∗

t
σ2（τ） dτ．于是�（5）式可转换成●z c～＝●uc～�c（V�t）�c（V�t）可以写

成

　　　　　exp －∫t
∗

t
r（τ） ∫＋∞

－∞（ 4πz）－1exp（－（ u－ζ）2／（4z）） c～（ζ�0） dξ （8）
将（3）式代入（8）式�可得：
exp －∫t

∗

t
r（τ） dτ｛∫＋∞

－∞（ 4πz）－1exp（－（ h1＋ζ／ 2z ）2／2VN（k2（ t∗）） dζ－B∫0－∞（ 4πz）－1exp（－（ h1＋ζ 2z ）2／2）exp（－∫T
t∗
r

（τ） dτ）N（k1（ t∗）） dζ－X∫0－∞（ 4πz）－1exp（－（ h1＋ζ 2z ）2／2） dζ｝ （9）
（9）式第三项可写成：
　　　　　　－Xexp（－∫t

∗

t
r（τ） dτ）N（ h1（ t）） （10）

为了把其它项也写成与 Geske（1979）相类似的形式�令
ρ（t）＝ ∫t

∗

t
σ2（τ） dτ／∫T

t
σ2（τ） dτ）

12

令 x＝ h2（ t）＋ζ／（ 2Z�则（9）式第一项为：
exp －∫t

∗

t
r（τ） dτ V ∫

h2（ t）

－∞ 2π －1exp（－ x2／2） N（（ k2（ t）－ρx）／ 1－ρ2） dx�
第二项可写成：

exp －∫T
t
r（τ） dτ V ∫

h1（ t）

－∞ 2π －1exp（－ x2／2） N（k1（ t）－ρx）／ 1－ρ2） dx�
注意到∫h－∞（ 2π）－1exp（－ x2／2）／N（（k（ t）－ρx）／ 1－ρ2） dx 可写成

∫h－∞∫k－∞（2π 1－ρ2）－1exp（－（ x2＋ y2－2ρxy）／（2－2ρ2）） dxdy
最终可得出：
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c（V�t）＝VN（ h2（ t）�k2（ t）；ρ（t））－Bexp －∫T
t
r（τ） dτ N（ h1（ t）�k1（ t）；ρ（t））－Xexp －∫t

∗

t
r（τ） dτ N（ h1（ t）） （11）

其中�his 由（7）式给出�kis 由（4）式给出�ρ由（10）式给出．
（11）式得出了波动率和利率随机变化的推广 BS 公式．实际上�如果 B＝0�可得出：
c（V�t）＝VN（ h2（ t））－Xexp －∫t

∗

t
r（τ） dτ N（ h1（ t））

其中�

h1（ t）＝
ln（ VX ）＋∫t

∗

t
［ r（τ）－0．5σ2（τ） ］ dτ

（∫t
∗

t
σ2（τ） dτ）

12
�h2（ t）＝

ln（ VX ）＋∫t
∗

t
［ r（τ）－0．5σ2（τ） ］ dτ

（∫t
∗

t
σ2（τ） dτ）

12
�

2　与 Geske（1979）公式的比较
Geske（1979）公式是（11）式在 r和σ为常数时的特例．计算 C 前�可以发现●c／●h1＝0�●c／●k1＝0�●c／●ρ＝0�由此得到：
1、●c●V＝N（ h1�k2�ρ）＞0
2、●c●B＝－exp －∫ r（τ） dτ N（ h1�k1�ρ）＜0
3、●c●X＝－exp －∫t

∗

t
r（τ） dτ N（ h1）＜0

4、●c●T＝Bexp －∫T
t
r（τ） dτ） N

h1－ρk1
1－ρ2 N′（ k1）σ2（T）（2 ∫T

t
σ2（τ） dτ）＋N（ h1�k1�ρ） r（T） ＞0

5、●c●t∗＝Xr（ t∗）exp －∫T
t
r（τ） dτ）N（ h1）＋N（ h2－ρk21－ρ2） N（ h2）σ

2（ t∗）／2 ∫t
∗

t
σ2（τ） dτ

1式表明�期权价值随公司价值的增加而增加．由2式�由于公司总资产等于负债和权益之和�债券面值的上升导致公司
期权价值的下降．由3式�期权价值随行权价格的上升而下降．4式表明�债券到期时间越长�债券价值的现值越低�因而期权
价值越大．

3　与 Geman－El、Karoui－Rochet 公式的比较
Geman－El、Karoui－Rochet（1995）用一个变换公式�用一般化利率和常数波动率直观地表达了复合期权�即
c（V�0）＝VN（ h1＋σ t∗�k1＋σ T�ρ）－BβT（0） N（ h1�k1�ρ）－ xβt∗（0） N（ h1） （12）
其中�h1＝ 1

σ t∗
（1n V
V∗βt∗（0）－

σ2t∗2 ）�k1＝ 1
σ T

（1n V
BβT（0）－

σ2T2 ）�ρ＝ t∗
T �βs（ t）�表示 t 时刻、到期时间为 s 的债券

价格．如果βs（ t）＝exp（－∫s
t
r（τ） dτ）且波动率为常数�则（11）式和（12）式是一致的．

如果对 Geman（1995）公式进行扩展�即令σ随时间变化�将得到如下表达式：
c（V�t）＝VN（ h2（ t）�k2（ t）；ρ（t））－BβT（ t） N（ h1（ t）�k1（ t）；ρ（t））－Xexpβt∗（ t） N（ h1（ t））
其中�

h1（ t）＝
1n（ V
V∗βt∗（ t）

）－12∫t
∗

t
σ2（τ） dτ

（∫t
∗

t
σ2（τ） dτ）

12
�　 h2（ t）＝

1n（ V
V∗βt∗（ t）

）＋12∫t
∗

t
σ2（τ） dτ

（∫t
∗

t
σ2（τ） dτ）

12
�

k1（ t）＝
1n（ V
BβT（ t））－

12∫T
t
σ2（τ） dτ

（∫T
t
σ2（τ） dτ）

12
�　 k2（ t）＝

1n（ V
BβT（ t））＋

12∫T
t
σ2（τ） dτ

（∫T
t
σ2（τ） dτ）

12
但是�如果假设利率随机变化�V∗将不一定唯一�因而该式在更一般化的情况下几乎无法应用�这正是其缺陷之所在．

4　小结

Geske（1979）对复合期权的研究为复合期权的定价提供了很有价值的分析思路�其之不足之处在于其假设利率和波动率
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均为常数．Geman－El、Karoui－Rochet（1995）研究了一般利率和常数波动率下的复合期权�但当利率随机波动、St∗－X＝0时的
公司价值 V∗却不唯一．本文得出的复合期权定价公式满足利率和波动率两个变量的随机波动条件�比 Geske 等人的复合期
权定价公式具有更为一般化的意义�实用性更强．
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Abstract：In the studies of compound option pricing�the defect of Geske（1979） formula is that its assumption�interest
rate and volatility is constant．Geman－El、Karoui－Rochet（1995）�Hull（1998�2000）�etc．also assume that either in-
terest rate or volatility is constant．In this paper�Geske formula is generalized�its compound option pricing equation with
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