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一类更细的正项级数审敛原则
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摘要：以一组收敛速度更慢的级数∑∞
n＝1

1
Πk－1
i＝0lan（ i�n）lan（ k�n） p

（ p 为常数�k∈ N＋�lan（ i�n）＝lnln…ln
i个ln

为标准�在对数判别法、

Rabbe判别法和 Gauss判别法的基础上建立起一类更强、更精细的审敛原则；同时随常数 k 的增大�该级数敛散更慢�以此为基
的审敛法就越强、越细、越精�能判定敛散的级数范围也越宽�而 k 是可以无限增大的�使得新的判别法在理论上可以判别绝
大部分级数的敛散性．
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　　我们知道一个收敛级数∑∞
n＝1un 趋于它的和 S 的

快慢�就是它的余项 rn 趋于0的快慢�那么对于两

个级数∑∞
n＝1un、∑∞

n＝1vn、收敛速度的比较就是看它们的

余项 rn和 Rn趋于0的快慢�即考察 lim
n→∞

ynp

rn 的值．若

lim
n→∞

rn
Rn

＝0�称∑∞
n＝1un 比∑∞

n＝1vn 收敛速度快；若 lim
n→∞

rn
Rn

＝
∞�则称∑∞

n＝1un 比∑∞
n＝1vn 收敛速度慢．而 lim

n→∞
rn
Rn

＝ lim
n→∞

s－ sn
S－Sn

Stolz 定理 lim
n→∞

sn－ sn－1
Sn－Sn－1＝ lim

n→∞
un
vn

�所以两个级

数收敛速度的比较即为考察两级数通项的比值的极

限．如果两个级数发散的话�它们的余项趋于无穷

大�同样有 lim
n→∞

rn
Rn

＝ lim
n→∞

rn
vn

�若 lim
n→∞

rn
vn

＝0�称∑∞
n＝1un 比

∑∞
n＝1vn发散速度慢；若 lim

n→∞
rn
Rn

＝∞�则称∑∞
n＝1un 比∑∞

n＝1vn

发散速度快．
一个正项级数审敛性判别法的强弱与它建立时

所基于的标准级数的敛散速度有关：标准级数敛散
得快�以它为基的判别法就只能判别比它敛散更快

的级数；如果标准级数敛散得较慢�以它为基的判别
法就会更灵敏�判别敛散的级数范围也越广．如：级

数∑∞
n＝1

1
np（p＞1）的收敛速度比∑∞

n＝1rn（0＜ r＜1）的收

敛速度慢（ lim
n→∞

1
np

rn ＝0�p＞1�0＜ r＜1）�基于 P 级数

∑∞
n＝1

1
np（p＞1）的 Rabbe 判别法、对数判别法和 Gauss

判别法就比基于几何级数∑∞
n＝1rn（0＜ r＜1）的 D’

Alembert比值判别法和 Cauchy 根式判别法要强�判
别范围也越广．因此�如果我们能找到收敛速度更慢
的级数作为比较标准�就能建立更强、更细和更精的
判别法．

作级数串 ∑∞
n＝1

1
n（ln n）p、∑∞

n＝1
1

nln n（lnln n）p、∑∞
n＝1

1
nln n·lnln n·（lnlnln n）p、 ……、 ∑∞

n＝1

1
Πk－1
i＝0lan（ i�n）lan（k�n）p

、……（ p 为常数�k∈ N＋�lan
（i�n）＝lnln…ln

i个ln
n）�根据 Cauchy 积分判别法�级数
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∑∞
n＝1

1
Πk－1
i＝0lan（ i�n）lan（k�n）p

与积分

∫＋∞
N

d x
Πk－1
i＝0lan（ i�x）lan（k�x）p

（N是一个使 lan（k�N）为

正数的常数）同敛散�而∫＋∞
N

d x
Πk－1
i＝0lan（ i�x）lan（k�x）p

＝lan（k�x）1－p

1－p |＋∞
N ＝

＋∞�p≤1
1

（p－1）lan（k�N）p－1�p＞1�

所以�当 p＞1时�级数

∑∞
n＝1

1
Πk－1
i＝0lan（ i�n）lan（k�n）p

收敛�该级数串是收敛的；

当 p≤1时�级数∑∞
n＝1

1
Πk－1
i＝0lan（ i�n）lan（k�n）p

是发散

的�该级数串是发散的．

又由于 lim
n→∞

1／Πk－1
i＝0lan（ i�n）lan（k�n）p

1／Πk
i＝0lan（ i�n）lan（k＋1�n）p

＝lim
n→∞

pΠk－1
i＝0lan（ i�n）lan（k＋1�p）p－1

（p－1）Πk
i＝0lan（ i�n）lan（k�p）p－2

＝lim
n→∞

plan（k＋1�p）p－1
（p－1）lan（k�n）p－1＝ 0�p＞1

∞�p≤1
即当 p＞1时级数串中每前一个级数的通项是

后一个级数的通项的高阶无穷小�也就是说每后一
个级数比前一个级数收敛得更慢�那么以后面的级
数作为比较标准就能建立更强、更细的判别法．当
时�级数串中每后一个级数的通项是前一个级数的
通项的高阶无穷小�即每后一个级数比前一个级数
发散得更慢．

下面以收敛更慢的级数为标准对对数判别法、
Rabbe判别法、Gauss判别法分别提出改进．

1　对对数判别法的改进

引理1　（对数判别法）正项级数∑∞
n＝1an�若

lim
n→∞

ln 1
anln n ＝ρ�则

1） 当ρ＞1时�级数∑∞
n＝1an收敛；

2） 当ρ＜1时�级数∑∞
n＝1an发散．

我们以较级数∑∞
n＝1

1
np（p＞1）收敛得更慢的级数

∑∞
n＝1

1
n（ln n）p（p＞1）为标准级数�得到下面的定理：

定理1．1　正项级数∑∞
n＝1an�若 lim

n→∞
ln（1／nan）lnln n ＝

ρ�则

1） 当ρ＞1时�级数∑∞
n＝1an收敛；

2） 当ρ＜1时�级数∑∞
n＝1an发散．

证　1） 当ρ＞1时�∀ρ1（使1＜ρ1＜ρ）�∃N
（N∈N＋）�当 n＞N时�有

ln（1／（nan）lnln n ＞ρ1�即：ln1／（ nan）＞ρ1lnln n＝ln
（ln n）ρ1�an＜ 1

n（ln n）ρ1�而∑∞
n＝1

1
n（ln n）ρ1（ρ1＞1）收

敛�故∑∞
n＝1an收敛．

2） 当ρ＜1时�∃N（N∈N＋）�当 n＞N时�有
ln1／（nan）lnln n ＜1�即：ln 1

nan
＜lnln n�an＞ 1

n（ln n）�

而∑∞
n＝1

1
n（ln n）发散�故∑∞

n＝1an发散．

如果以收敛速度更慢的级数 ∑∞
n＝11／（ nln n

（lnln n）p）（p＞1）为标准级数�就得到更细致的判别
法：

定理1．2　正项级数∑∞
n＝1an�

若 lim
n→∞

ln（1／nln n·an））ln［lnln n］ ＝ρ�则

1） 当ρ＞1时�级数∑∞
n＝1an收敛；

2） 当ρ＜1时�级数∑∞
n＝1an发散．

更一般地�我们还可得到下面的判别法�其强弱
依赖常数 k �k 越大判别法越强、越细致�所能判定
级数的敛散范围也更宽．

定理1．3　正项级数∑∞
n＝1an�若

lim
n→∞

ln（1／（Πk－1
i＝0lan（ i�n） an））
lan（k�n） ＝ρ（其中 k 是正整数常

数）�则

1） 当ρ＞1时�级数∑∞
n＝1an收敛；

2） 当ρ＜1时�级数∑∞
n＝1an发散．

2　对 Rabbe判别法的改进
引理2　（Rabbe判别法）正项级数
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∑∞
n＝1an�若 lim

n→∞ n（ an
an＋1－1）＝ r�则

1） 当 r＞1时�级数∑∞
n＝1an收敛；

2） 当 r＜1时�级数∑∞
n＝1an发散．

如果以较级数∑∞
n＝1

1
np（p＞1）收敛得更慢的级数

∑∞
n＝1（1／n（ln n））p（ p＞1）为标准级数�得到下面的定
理：

定理2．1　（Bertrand 判别法） 正项级数∑∞
n＝1an�

若 lim
n→∞ln n［ n（ an

an＋1－1）－1］＝ r�则

1） 当 r＞1时�级数∑∞
n＝1an收敛；

2） 当 r＞1时�级数∑∞
n＝1an发散．

以收敛速度更慢的级数∑∞
n＝1

1
nln n（lnln n）p （ p＞

1）为标准级数�可得：

定理2．2　正项级数∑∞
n＝1an�若 lim

n→∞lnln n｛ln n ［ n
（ an
an＋1－1）－1］｝＝ r�则

1） 当 r＞1时�级数∑∞
n＝1an收敛；

2） 当 r＞1时�级数∑∞
n＝1an发散．

更一般地我们还可得到下面推广的 Rabbe 判别
法�其强弱同样依赖于常数 k �k 越大判别法越强、
越细致�所能判定敛散的范围也更宽．

定理2．3　正项级数∑∞
n＝1an�若 lim

n→∞lan（k�n）｛lan
（k－1�n） ［…［ n（ an

an＋1－1）－1］…］－1｝＝ r�其中 k

是正整数常数�则

1） 当 r＞1时�级数∑∞
n＝1an收敛；

2） 当 r＜1时�级数∑∞
n＝1an发散．

3　对 Gauss判别法的推广

引理3　（Gauss判别法）正项级数∑∞
n＝1an�从某项

起有
an

an＋1＝λ0＋λ1
n ＋θn

n2�其中λ0、λ1为常数�而θn

是有界量：｜θn｜≤L�则
1） 如果λ0＞1或者λ0＝1�λ1＞1时�级数

∑∞
n＝1an收敛；

2） 如果λ0＜1或者λ0＝1�λ1≤1时�级数

∑∞
n＝1an发散．

以收敛较慢的级数∑∞
n＝1an

1
n（ln n）p （ p＞1）为标

准级数�可得下面定理：

定理3．1　正项级数∑∞
n＝1an�从某项起有

an
an＋！

＝
λ0＋λ1

n ＋ λ2
nln n＋

θn
n2�其中λ0、λ1、λ2为常数�而θn 是

有界量：｜θn｜≤L�则
1） 如果λ0＞1或者λ0＝1�λ1＞1或者λ0＝λ1

＝1�λ2＞1时�级数∑∞
n＝1an收敛；

2） 如果λ0＜1或者λ0＝1�λ1＜1或者λ0＝λ1
＝1�λ2≤1时�级数∑∞

n＝1an发散．

证　（令 bn＝ 1
n（ln n）p�比较

an
an＋1与

bn
bn＋1�由比较

判别法可证）

以∑∞
n＝1

1
nln n（lnln n）p（p＞1）为标准级数�可得：

定理3．2　正项级数∑∞
n＝1an�从某项起有

an
an＋1＝

λ0＋λ1
n ＋ λ2

nln n＋ λ3
nln n·lnln n＋θn

n2�其中λ0、λ1、λ2、
λ3是常数�而θn是有界量：｜θn｜≤L�则

1） 如果λ0＞1或者λ0＝1�λ1＞1或者λ0＝λ1
＝1�λ2＞1或者 λ0＝λ1＝λ2＝1�λ3＞1时�级数

∑∞
n＝1an收敛；

2） 如果λ0＜1或者λ0＝1�λ1＜1或者λ0＝λ1
＝1�λ2＜1或者 λ0＝λ1＝λ2＝1�λ3≤1时�级数

∑∞
n＝1an收敛．
更进一步地�有

定理3．3　正项级数∑∞
n＝1an�从某项起有

an
an＋1＝λ0＋λ1

n ＋ λ2
nln n ＋ λ3

nln n·lnln n ＋ … ＋
λk

Πk－1
i＝0lan（ i�n）

＋θn
n2�其中λi（ i＝0、1、2、…、k）是常数�

而θn是有界量：｜θn｜≤L�则
1） 如果λ0＞1或者λ0＝1�λ1＞1或者λ0＝λ1

＝1�λ2＞1或者λ0＝λ1＝λ2＝1�λ3＞1或者……�或

者λ0＝λ1＝…＝λk－1＝1�λk ＞1时�级数∑∞
n＝1an 收

敛；
2） 如果λ0＜1或者λ0＝1�λ1＜1或者λ0＝λ1
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＝1�λ2＜1或者……�或者λ0＝λ1＝…＝λk－1＝1�

λk≤1时�级数∑∞
n＝1an发散．

由于级数串｛∑∞
n＝1

1
Πk－1
i＝0lan（ i�n）lan（k�n）p

｝中的级

数随 k 值的增大�敛散速度越慢�以此为基的判别
法就越强�越细、越精�能判定敛散的级数范围也越

宽．而级数串中的 k 是可以无限增大的�所以以上
的新的判别法至少在理论上应该能判定绝大部分级

数的敛散性．
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A Group of More Accurate Positive Series’Principle

LIU L-i jun
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Abstract：according to a group of series ∑∞n＝1
1

Πk－1
i＝0lan（ i�n）lan（k�n）p

（p as a constant�k∈N＋�lan（ i�n）＝lnln…ln
i个ln

n）�
in which the convergence is at much lower speed and on the basis of logarithm identification�Rabbe identification�and
Gauss identification as well�This paper constructs a set of much stronger and more accurate principle of convergence di-
vergence．Meanwhile�as k�as a constant�is increasing�The series’convergence or divergence is getting much slower�
and accordingly�the convergence divergence is getting stronger�thinner and more accurate and also the series range which
can judge the convergence is wider�however�k�as a constant�can be increased unlimitedly�which makes the new i-
dentifications �in theory�differentiate most of the convergence and divergence of series．
Key words：positive series；the rate of convergence；convergent divergence technique
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