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摘要：利用马尔可夫骨架过程和 Doob骨架过程及其极限理论�主要给出了有负顾客的 M／G／1重试可修排队系统队长的极限
分布．
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1　模型的假设

文中主要考虑的有负顾客的 M／G／1重试可修的排队系
统是这样的一个排队系统�假设

（1） 到达系统的顾客有两类：正顾客和负顾客．正顾客
包括新到达的顾客和重试的顾客�新顾客到达时间间隔相互
独立同分布�且服从参数为λ的负指数分布；负顾客的到达
时间间隔相互独立同分布�且服从参数为λ的负指数分布．

（2） 单服务器�先到先服务�服务时间的分布函数是 B
（ t）．

（3） 正顾客（包括新到达的和重试的）到达系统时�若发
现服务器空闲�则立即接受服务�服务接受后立即离开系统；
若发现服务器正处于工作状态或处于修理状态�则进入 Or-
bit 中�不断进行重试�直到重试成功．重试时间服从参数为δ
的负指数分布．

（4） 负顾客到达系统时�若发现服务器处于空闲或工作
状态�他使得服务器马上进入修理状态后立即消失�同时带
走全部正顾客（包括正在服务的顾客）；若发现服务器处于修
理状态�负顾客不对系统造成任何影响．

（5） 修理时间服从参数为λ的负指数分布的分布函数
是 G（ t）．服务器发生故障后立即进行修理�修理完毕服务器
立即进入空闲状态�等待顾客的到来．

（6） 以上各随机变量相互独立．系统称为．
在文 ［1］中�已详细讨论了这种系统负顾客（如病毒）只

带走正在服务的顾客的情况下系统稳定的充要条件、稳态解
以及各指标的求解�对负顾客带走全部正顾客的情况没有进
行讨论．在系统初始条件为一般的情况下�此文利用马尔可
夫骨架过程理论讨论该系统在负顾客带走全部正顾客的情

况下系统的瞬时分布和极限性态．

2　主要引理

引理2．1［2］　设 X＝｛X（t）�t≥0｝是以｛τn｝∞n＝0为骨架是
序列的正规的马尔可夫骨架过程�有 P（x�t�A）＝ h（ x�t�A）

＋∫
E

t∫0 （∑∞n＝1q（ n）（ x�d s�d y） h（ y�t－ s�A） x∈ E�t≥0�A∈ε．
从而 P（x�t�A）是如下非负方程的最小非负解：

P（x�t�A）＝ h（ x�t�A）＋∫
E

t∫0 q（ x�d s�d y） P（ y�t－ s�

A） x∈ E�t≥0�A∈ε
引理2．2［3］　设 X（ t）是正常返的 Doob 骨架过程�若极

限 lim
t→∞P（ t�x�A）存在�则极限分布 P（A）（A∈ε）存在�且等

于广义极限分布Π（A）（A∈ε）：P（A） ＝Π（A） ＝

∫∞0∫E
h（ y�t�A）π（d y）d t

∫∞0 tdF（ t）
3　主要结论

令 N（ t）为在 t 时刻 Orbit 中正顾客数的人数；

C（t）＝
0�在时刻 t 服务器处于空闲状态；
1�在时刻 t 服务器正在为正顾客服务；
2�在时刻 t 服务器处于修理状态；

θ（t）＝
0�若 C（ t）＝0
逝去的服务时间�若 C（ t）＝1；
逝去的修理时间�若 C（ t）＝2．
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以 B 表示 IR＋＝［0�∞］上所有的 Borel 集的全体�τ0≡
0�τ1�τ2�…为的一系列相继断点（即在时刻τn 有一顾客到

达、或有一顾客被服务完而离去、或服务器刚好修理完毕、或
前一事件与后两事件之一在时刻τn同时发生）．显然有τn↑
＋∞�（n↑＋∞）

易知�（C（ t）�N（ t）�θ（t））是一马尔可夫过程�也是一个
以｛τn｝∞n＝0为马尔可夫骨架时序列的马尔可夫骨架过程．
3．1　（C（t）�N（t）的瞬时分布

令σ＝inf｛t｜C（ t）＝2�N（t）＝0｝�即从 t＝0开始第一个
负顾客到达时刻；δn＝τnΛσ　　 n＝1�2�…

h（1）kl （ i�θ�j�A�t）＝P（C（ t）＝ l�N（ t）＝ j�θ（ t）∈A�t＜
δ1｜C（0）＝ k�N（0）＝ i�θ（0）＝θ）

hkl（ i�θ�j�A�t）＝P（C（ t）＝ l�N（ t）＝ j�θ（ t）∈A�t＜σ
｜C（0）＝ k�N（0）＝ i�θ（0）＝θ）

其中 k�l＝0�1�2．
令 Bθ（ t）＝ B（θ＋ t）－B（θ）1－B（θ） 　Gθ（ t）＝ G（θ＋ t）－G（θ）1－G（θ）
于是有

h（1）00 （ i�θ�j�A�t）＝
0 j≠ i

e－（λ＋λ）tI｛0｝（θ） j＝ i＝0
e－（λ＋ iδ＋λtI（0）（θ） j＝ i≠0

h（1）11 （ i�θ�j�t）＝
0 j≠ i

e－（λ＋λ）tI｛A｝（θ＋ t）（1－Bθ（ t）） j＝ i＝0
e－（λ＋ iδ＋λ）tI（A）（θ＋ t）（1－Bθ（ t）） j＝ i≠0

h（1）22 （ i�θ�j�t）＝
0 j≠ i

e－（λ＋λ）tI｛A｝（θ＋ t）（1－Gθ（ t）） j＝ i＝0
e－（λ＋ iδ＋λ）tI（A）（θ＋ t）（1－Gθ（ t）） j＝ i≠0

h（1）kl （ i�θ�j�A�t）＝0�k≠ l
定理3．1．1　｛hkl（ i�θ�j�A�t）�k�l＝0�1�2｝是下列非负

线性方程的最小非负解：
1） 当σ＝τ1时�hkl（ i�θ�j�A�t）＝ h（1）kl （ i�θ�j�A�t）�k�

l＝0�1�2．
2） 当σ≠τ1时�（ⅰ） i＝0的情形
h0l（0�θ�j�A�t） ＝
h（1）0l （0�θ�j�A�t）＋λ∫t0e－（λ＋λ） sh1l（0�0�j�A�t－ s）d s
h1l（0�θ�j�A�t） ＝
h（1）1l （0�θ�j�A�t）＋∫t0e－（λ＋λ） sdBθ（ s） h0l（0�0�j�A�t－ s）

＋λ∫t0e－（λ＋λ） s（1－ Bθ（ s）） h1l（1�θ＋ s�j�A�t－ s）d s
h2l（0�θ�j�A�t） ＝
h（1）2l （0�θ�j�A�t）＋∫t0e－（λ＋λ） sdGθ（ s） h0l（0�0�j�A�t－ s）

＋λ∫t0e－（λ＋λ） s（1－ Gθ（ s）） h2l（1�θ＋ s�j�A�t－ s）d s
（ⅱ） i＞0的情形：

h0l（ i�θ�j�A�t） ＝

h（1）0l （ i�θ�j�A�t）＋λ∫t0e－（λ＋λ＋iδ） sh1l（ i�0�j�A�t－ s） ds＋

iδ∫t0e－（λ＋λ＋iδ） sh1l（ i－1�0�j�A�t－ s）d s
h1l（ i�θ�j�A�t） ＝

h（1）1l （ i�θ�j�A�t）＋∫t0e－（λ＋iδ＋λ） sdBθ（ s） h0l（ i�0�j�A�t －

s）＋λ∫t0e－（λ＋iδ＋λ） s（1－ Bθ（ s）） h1l（ i＋1�θ＋ s�j�A�t－ s） ds

＋ iδ∫t0e－（λ＋iδ＋λ） s（1－ Bθ（ s）） h1l（ i�θ＋ s�j�A�t－ s）d s
h2l（ i�θ�j�A�t） ＝

h（1）2l （ i�θ�j�A�t）＋∫t0e－（λ＋iδ＋λ） sdGθ（ s） h0l（ i�0�j�A�t －

s）＋λ∫t0e－（λ＋iδ＋λ） s（1－ Gθ（ s）） h2l（ i＋1�θ＋ s�j�A�t－ s）d s

＋ iδ∫t0e－λ＋iδ＋λ） s（1－ Gθ（ s）） h2l（ i�θ＋ s�j�A�t－ s）d s
证明：　显然�（C（ t）�N（ t）�θ（ t）；t＜σ）是一个马尔可

夫过程�也是以（δn�n≥1）为骨架时序列的正规的马尔可夫
骨架过程�于是引理2．1得此定理成立．

令 mkl（ i�θ�j�A） ＝∫∞0 h（1）kl （ i�θ�j�A�t）d t
Mkl（ i�θ�j�A） ＝∫∞0 hkl（ i�θ�j�A�t）d t
mkl（ i�θ�j�A） ＝ E（ I｛l｝（C（ t）） I｛j｝（N（ t））·
I｛A｝（θ） I ［0�t）（δ1）|C（0） ＝ k�N（0） ＝ i�θ（0） ＝θ）
Mkl（ i�θ�j�A） ＝ E（ I｛l｝（C（ t）） I｛j｝（N（ t））·
I｛A｝（θ） I ［0�t）（σ）|C（0） ＝ k�N（0） ＝ i�θ（0） ＝θ）
显然 mkl（ i�θ�j�A）＝0　　 k≠ l
m00（ i�θ�j�A） ＝

0 j ≠ i
1

λ＋λI0（θ） j ＝ i ＝0
1

λ＋ iδ＋λI｛0｝（θ） j ＝ i ≠0
m11（ i�θ�j�A） ＝

0 j ≠ i

∫∞0 e－（λ＋λ）tI｛A｝（θ＋ t）（1－ Bθ（ t））d t j ＝ i ＝0

∫∞0 e－（λ＋iδ＋λ）tI｛A｝（θ＋ t）（1－ Bθ（ t））d t j ＝ i ≠0
m22（ i�θ�j�A） ＝
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0 j ≠ i

∫∞0 e－（λ＋λ）tI｛A｝（θ＋ t）（1－ Gθ（ t））d t j ＝ i ＝0

∫∞0 e－（λ＋iδ＋λ）tI｛A｝（θ＋ t）（1－ Gθ（ t））d t j ＝ i ≠0
定理3．1．2　｛Mkl（ i�θ�j�A）�k�l＝0�1�2｝是下列非负

线性方程的最小非负解：
1） 当σ＝τ1时�Mkl（ i�θ�j�A）＝mkl（ i�θ�j�A）�k�l＝

0�1�2．
2） 当σ≠τ1时�（ⅰ） i＝0的情形：M0l（0�θ�j�A） ＝

m0l（0�θ�j�A）＋ λ
λ＋λM1l（0�0�j�A）

M1l（0�θ�j�A） ＝
m1l（0�θ�j�A）＋∫∞0 e－（λ＋λ） sdBθ（ s） M0l（0�0�j�A）
＋λ∫∞0 e－（λ＋λ） s（1－ Bθ（ s）） M1l（1�θ＋ s�j�A）d s
M2l（0�θ�j�A） ＝
m2l（0�θ�j�A）＋∫∞0 e－（λ＋λ） sdGθ（ s） M0l（0�0�j�A）
＋λ∫∞0 e－（λ＋λ） s（1－ Gθ（ s）） M2l（1�θ＋ s�j�A）d s
（ⅱ） i＞0的情形：

M0l（ i�θ�j�A）＝m0l（ i�θ�j�A�t）＋ λ
λ＋ iδ＋λM1l（ i�0�

j�A）＋ iδ
λ＋ iδ＋λM1l（ i－1�0�j�A）

M1l（ i�θ�j�A） ＝

m1l（ i�θ�j�A） ＋∫∞0 e－（λ＋iδ＋λ） sdBθ（ s） M0l（ i�0�j�A） ＋

λ∫∞0 e－（λ＋iδ＋λ） s（1－ Bθ（ s）） M1l（ i ＋ 1�θ ＋ s�j�A）d s ＋

iδ∫∞0 e－（λ＋iδ＋λ） s（1－ Bθ（ s）） M1l（ i�θ＋ s�j�A）d s
M2l（ i�θ�j�A） ＝

m2l（ i�θ�j�A） ＋∫∞0 e－（λ＋iδ＋λ） sdGθ（ s） M0l（ i�0�j�A） ＋

λ∫∞0 e－（λ＋iδ＋λ） s（1－ Gθ（ s）） M2l（ i ＋ 1�θ ＋ s�j�A）d s ＋

iδ∫∞0 e－（λ＋iδ＋λ） s（1－ Gθ（ s）） M2l（ i�θ＋ s�j�A）d s
证明：　由定理3．1．1和 Mkl（ i�θ�j�A）�mkl（ i�θ�j�A）

的定义即得本定理．
3．2　统计平衡理论

令 T0＝0�Tn表示（C（ t）�N（ t）�θ（ t））第 n 次回到状态
（2�0�0）的时刻�即第 n个负顾客到达的时刻．显然�（C（ t）�
N（ t）�θ（t））是以｛Tn｝∞n＝0为骨架时序列的 Doob 骨架过程．

定理3．2（1）　若∫∞0 tdF（ t） ＝ 1λ＜ ∞�则 P｛T1＜ ∞|

C（0） ＝2�N（0） ＝0�θ（0） ＝0｝＝1；
（2）当且仅当∫∞0 tdF（ t）＝1λ＜∞时�这时（ C（ t）�N（ t）�

θ（t））存在广义极限分布 Π（·）�且
Π2l（ j�A） ＝ M2l（0�0�j�A）

∫∞0 tdF（ t）
＝λM2l（0�0�j�A）

其中 M2l（0�0�J�A）由定理3．1．2决定�且Π（·）是（ C
（ t）�N（ t）�θ（t））唯一的概率不变测度．

（3）当∫∞0 tdF（ t）＝1λ＜∞时�（C（ t）�N（ t）�θ（t）） 是以

｛Tn｝∞n＝0为马尔可夫骨架序列的正常返的 Doob骨架过程�所
以存在极限分布 P（·）�且等于广义极限分布 Π（·）�即

lim
t→∞Pkl（ i�θ�j�A�t） ＝ Π2l（ j�A）

＝λM2l（0�0�j�A）
证明：　由引理2．3�以及引理2．5即得此定理．
此外�若给定分布函数具体的参数和系统初始条件�则

可利用数值计算可得系统的各指标值．
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