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摘要：证明一些恒等式�并给出了当 n≥10时的第二类 stirling数 S2（n�n－5）的计算公式．
关　键　词：非空子集合；组合；第二类 stirling数．
中图分类号：O157　　　　　　文献标识码：A

　　在我们表述的主要结果之前�首先给出一些定
义和符号．

定义1　从 n个不同事物中每次取出 m个的组
合数�记作 C（ n�m）

定义2　把含有 n个元素的一个集合分成恰好
有 r个非空子集合的分拆数目就叫做第二类 stirling
数�并记作 S2（ n�r）�对于 n＝r＝0�我们定义 S2（0�
0）＝1及 n＜ r�S2（ n�r）＝0．

例如：x＝｛a�b�c�d｝是4个元素的集合�将 x 分
成两个非空子集的方法有7种�即｛a｝∪｛b�c�d｝�
｛b｝∪｛a�c�d｝�｛c｝∪｛a�b�d｝�｛d｝∪｛a�b�c｝｛a�b｝∪
｛c�d｝�｛a�c｝∪｛b�d｝�｛a�d｝∪｛b�c｝�因此 S2（4�2）
＝7．

对于集合 x�我们用｜x｜表示 x 的基数．
引理1　当 n≥1时�S2（ n�0）＝0�S2（ n�1）＝1�

S2（ n�2）＝2n－1－1�S2（ n�n－1）＝S2（ n�2）�S2（ n�
n）＝1．
引理2　当 n≥4时�S2（ n�n－2）＝C（ n�3）＋

3C（ n�4）�当 n≥6时�S2（ n�n－3）＝C（ n�4）＋10C
（ n�5）＋15C（ n�6）

引理1及引理2的证明在 ［1］里可以找到�文
［2］的主要结论是：
当 n≥8时�S2（ n�n－4）＝C（ n�5）＋25C（ n�

6）＋105C（ n�7）＋105C（ n�8）
我们的主要结论是：

定理1　当 n≥10时�
S2（ n�n－5）＝C（ n�6）＋56C（ n�7）＋490C（ n�

8）＋1260C（ n�9）＋945C（ n�10）
证　设 A 是含有 n 个元素的集合�当 n≥10

时�按照 S2（ n�n－5）的定义�我们有下面5种不同
情况分拆方法．

（Ⅰ）A＝∪n－5
i＝1Ai 这里Ai（1≤ i≤ n－5）满足：（1）Ai

∩
i≠ j
Aj＝∅（1≤ i�j≤ n－5）；（2）｜A1｜＝｜A2｜＝…＝｜

An－6｜＝1�且｜An－5｜＝6�我们从 A 中取出 An－5的方
法为 C（ n�6）个分拆数．

（Ⅱ）A＝∪n－5
i＝1Bi 这里 Bi（1≤ i≤ n－5）满足（1） Bi

∩
i≠ j
Bj＝∅（1≤ i�j≤ n－5）；（2）｜B1｜＝｜B2｜＝…＝｜

Bn－7｜＝1�｜Bn－6｜≥2�｜Bn－5｜≥2�并且｜Bn－6∪
Bn－5｜＝7．
我们从 A 中取出7个元素的方法有 C（ n�7）

种�而7个元素分成两部分的分拆数为 S2（7�2）�并
且每一部分至少有一个元素．将7个元素分成两部
分�一部分有1个元素而另一部分有6个元素�共有
C（7�1）种方法�因此�将7个元素分成两部分�使每
部分至少有2个元素．这种方法共有 S2（7�2）－ C
（7�1）＝（27－1－1）－7＝56种．因此在（Ⅱ）中�我们
有分拆数56C（ n�7）．

（Ⅲ）A＝∪n－5
i＝1Ci 这里 Ci（1≤ i≤ n－5）满足（1） Ci
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∩
i≠ j
Cj＝∅（1≤ i�j≤ n－5）；（2）｜C1｜＝｜C2｜＝…＝｜

Cn－8｜＝1�｜Cn－7｜≥2�｜Cn－6｜≥2�｜Cn－5｜≥2�并且
｜Cn－7∪Cn－6∪Cn－5｜＝8．

我们从 A 中取出8个元素的方法有 C（ n�8）
种�将8个元素分成3部分�使每部分至少有2个元
素．有两种方法�（1）先从8个元素中任取4个元素�
取法为 C（8�4）�把其余4个元素分成两部分�使每
部分有2个元素的分拆数为 C（4�2） C（2�2）／2＝3
（例如�设这4个元素为 a1�a2�a3�a4�分法即 a1a2｜
a3a4�a1a3｜a2a4�a1a4｜a2a3�共有3种分法）�因此
将8个元素按此种方法分成3部分�使每部分至少
有2个元素的分法有3C（8�4）＝3×70＝210种；（2）
先从8个元素中任取2个元素�取法为 C（8�2）�把
其余的6个元素分成两部分�使每部分都有3个元
素的分拆数为 C（6�3）C（3�3）／2！＝10�因此将8个
元素按此种方法分成3部分�使每部分至少有2个
元素的分法有10C（8�2）＝10×28＝280种．故在
（Ⅲ）中�我们有分拆数490C（ n�8）种．

（Ⅳ）A＝∪n－5
i＝1Di 这里 Di（1≤ i≤ n－5）满足（1） Di

∩
i≠ j
Dj＝∅（1≤ i�j≤ n－5）；（2）｜D1｜＝｜D2｜＝…＝｜

Dn－9｜＝1�｜Dn－8｜≥2�｜Dn－7｜≥2�｜Dn－6｜≥2�｜
Dn－5｜≥2�并且｜Dn－8∪Dn－7∪Dn－6∪Dn－5｜＝9．
我们从 A 中取出9个元素的方法有 C（ n�9）

种�将9个元素分成4部分�使每部分至少有2个元
素�可以这样做�先从9个元素中任取3个元素�取
法为 C（9�3）�把其余的6个元素分成三部分�使每
部分都有2个元素的分拆数为 C（6�2）C（4�2）C（2�
2）／3！＝15�有15C（9�3）＝15×84＝1260种．故在
（Ⅳ）中�我们有分拆数1260C（ n�9）种．

（Ⅴ）A＝∪n－5
i＝1Ei 这里 Ei（1≤ i≤ n－5）满足（1） Ei

∩
i≠ j
Ej＝∅（1≤ i�j≤ n－5）；（2）｜E1｜＝｜E2｜＝…＝｜

En－10｜＝1�｜En－9｜≥2�｜En－8｜≥2�｜En－7｜≥2�｜
En－6｜≥2�｜En－5｜≥2�并且｜En－9∪ En－8∪ En－7∪
En－6∪En－5｜＝10．
由（1）和（2）�我们知道｜En－9｜＝｜En－（｜＝｜

En－7｜＝｜En－6｜＝｜En－5｜＝2�从 A 中任取10个元
素的方法共有 C（ n�10）种�而将10个元素分成5部
分�使部分都有2个元素的分法有 C（10�2） C（8�2）
C（6�2）C（4�2） C（2�2）／5！＝945种．因此�在（Ⅴ）
中�我们有分拆数945C（ n�10）种．

假设 A＝∪n－5
i＝1Fi 这里 Fi（1≤ i≤ n－5）满足（1）Fi

∩
i≠ j
Fj＝∅（1≤ i�j≤ n－5）；（2）｜F1｜＝｜F2｜＝…＝｜

Fn－k｜＝1�｜Fn－k＋1｜≥2�｜Fn－k＋2｜≥2�…�｜Fn－5｜
≥2�且｜ ∪n－5

i＝ n－ k＋1Fi｜＝k．
我们有 n－k＋2［ n－5－（ n－ k） ］＞ n或5＜ k

≤10．因此�只有以上5种情况存在�故根据加法原
则将 A 分成 n－5个部分的分拆数为

C（ n�6）＋56C（ n�7）＋490C（ n�8）＋1260C（ n�
9）＋945C（ n�10）

因此　S2（ n�n－5）＝ C（ n�6）＋56C（ n�7）＋
490C（ n�8）＋1260C（ n�9）＋945C（ n�10）�故定理1
得证．
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Another Identity of Stirling Numbers of the Second Kind

WU Yue-sheng
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Abstract：In this paper�we prove some idendities．In particular�we determine the stirling number of the second kind
Sz（ n�n－5）�when n．≥10．
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