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连续梁桥车桥耦合振动分析的数值解法
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摘要：将连续梁桥简化为二维的平面梁单元模型�车辆简化为五自由度二分之一车模型�分别建立车辆与桥梁振动方程；该方
法以车轮接触处位移协调条件与相互作用力的平衡关系相联系�建立车辆与桥梁耦合振动方程�利用模态综合叠加法并结合
Newmark－β积分格式进行迭代求解．通过本文数值解与解析方程的 Runge－kutta法解进行对比�证明该方法确实有效可行．由
于桥梁振动响应主要由若干低阶振动模态起控制作用�对于大跨度复杂桥梁�这就大大降低了矩阵的维数�提高了计算速度�
且该方法对于不同类型桥梁具有很强的通用性．
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1　引言

近年来�随着交通事业的迅速发展�车辆的载重
与行驶速度越来越高�桥梁结构的桥道与主梁的布
置和构造形式多种多样�同时因采用轻质高强度材
料而愈来愈轻型化．当车辆通过桥梁时将引起桥梁
结构的振动�而桥梁结构的振动又反过来影响车辆
的振动�这种相互作用、相互影响的问题就是车辆与
桥梁之间的耦合振动问题．

车桥系统实际上是时变系统�因此大多采用时
域分析方法．根据所建立的车桥系统方程的不同�目
前大体分为以下两种方法：⑴ 将车桥系统以车轮与
桥面接触处为界�分为车辆与桥梁两个子系统�分别
建立车辆与桥梁振动方程�两者之间通过车轮接触
处的位移协调条件与相互作用力的平衡关系相联

系�采用迭代法求解系统响应［1］；⑵ 将车辆与桥梁
的所有自由度耦联在一起�建立统一的方程组�进行
同步求解［2］．目前前一种方法被广泛采用．

本文将整个车桥系统在车轮与桥面接触处划分

为车辆与桥梁两个子系统�分别建立车辆与桥梁运

动方程．车辆采用五自由度的平面车辆模型�桥梁采
用平面梁单元建立连续梁模型�利用模态综合叠加
法进行迭代求解．由于桥梁振动响应主要由若干阶
模态组成�所以在车桥耦合系统分析中只需提取若
干低阶振型来进行响应分析�这样就大大减少了体
系计算自由度�提高了运算效率．同时�通过与解析
方程采用 Runge－kutta法计算移动弹簧质量车模型
作用下简支梁的振动响应进行对比分析�证明该方
法确实有效可行．本文中解析方程的 Runge－kutta
解即通过推导出等截面简支梁桥的振型函数�根据
Euler－Bernoulli 梁的弯曲振动方程�建立移动荷载
作用下简支梁动力平衡方程�采用 Runge－kutta 法
求其数值解．

2　车桥耦合振动方程的建立

2．1　车辆模型
车辆模型采用五自由度二分之一车模型�车辆

模型简化如图1所示．根据振动原理可推出车辆振
动方程：
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图1　五自由度二分之一车模型
［ Mv ］｛Z｝＋［ Cv ］｛Z｝＋［ Kv ］｛Z｝＝｛-Fv inl｝ ⑴
其中：｛-Fv inl｝为振动过程中作用于车辆各自由

度的惯性荷载列向量；［ Mv ］、［ Cv ］、［ Kv ］分别为车辆
系统的质量、阻尼和刚度矩阵；｛Z｝＝｛z1 z2 z3 zb
θb｝T 为车辆各自由度向量．
2．2　桥梁模型

由于直接采用桥梁有限元几何模型�计算自由
度很多�工作量很大�为减少计算自由度�桥梁模型
中引进了模态综合技术�即广义坐标离散的方法：首
先求出结构自由振动的频率和振型�利用振型的正
交性�把相互耦联的数百个节点运动方程解耦�使其
转化为相互独立的模态方程．由于结构的动力响应
主要由若干低阶振型起控制作用�这样在计算过程
中大大减少矩阵维数．

采用有限元进行分析时�桥梁的振动方程为：
［ Mb ］｛U｝＋［ Cb ］｛U｝＋［ Kb ］｛U｝＝－｛Finl

bv｝－｛Fg｝
⑵

其中：｛Finl
bv｝：车辆振动过程中各车轮作用于桥

面的惯性荷载向量；｛Fg｝：由车辆重力引起的荷载
向量；｛U｝：单元结点向量．

使用典型 Rayleigh阻尼�模态空间取 r 阶模态�

根据振型分解法有｛U｝＝∑r
i＝1｛φi｝qi＝［Φ］｛q｝�那么

式⑵可以改写为：
［ I ］｛̈q｝＋［ x ］｛̇q｝＋［Ω］｛q｝＝－［Φ］ T（｛Finl

bv｝
＋｛Fg｝） ⑶

其中：［ I ］＝
0
　1　
　　0 r× r

　［ x ］

＝
0
　2ξiωi　

　　0 r× r

　［Ω］＝
0
　ω2i　
　　0 r× r

［Φ］为 r阶

模态向量矩阵．
2．3　车－桥耦合模型

车辆系统振动对桥梁产生惯性力为：-Fbv
inl＝

Fv
inl＝ktiΔi＋ ctiΔi ⑷
其中：下标 i代表第 i个车轮接触点；
Δi为第 i个车轮相对于桥面的垂直位移�且有

Δi＝zoi－yi＋ ri ⑸
yi：i车轮处桥梁的垂直位移；zoi：i 车轮处的车

轮垂直位移；ri：i车轮处的桥面不平度．

3　算法分析

在有限单元中�i 车轮处桥梁结点位移可以用
插值函数表示为 yi＝＜N＞ i｛U｝�那么梁的振动位
移可以表示为：

yi（x�t）＝＜N＞ i｛U｝＝＜N＞ i ［Φ］｛q｝ ⑹
ẏ i（x�t）＝v·＜N�x＞ i｛U｝＋＜N＞ i｛U｝�t

＝v＜N�x＞ i ［Φ］｛q｝＋＜N＞ i ［Φ］｛q｝ ⑺
车辆与桥梁相互作用力可以表示为：

｛Finl
bv｝＋｛Fg｝＝∑nli＝1｛N｝i（Finl

bv＋Fg） ⑻
其中：Finl

bv＝kti（zoi－＜N＞ i ［Φ］｛q｝－ ri）＋ cti
（̇z oi－v＜N�x＞ i ［Φ］｛q｝－＜N＞ i ［Φ］｛̇q｝－v·̇ri�x

⑼
将⑴、⑶及⑻式联立得矩阵
［ M（ t）］｛̈δ｝＋［ C（ t）］｛̇δ｝＋［ K（ t）］｛δ｝
＝｛F（x�t）｝ ⑽
式中：广义矩阵 ［ M（ t）］、［ C（ t）］、［ K（ t）］随移

动车辆系统在连续梁上位置的变化而变化；广义荷
载列阵｛F（x�t）｝也随车辆系统在桥上的位置而变
化；｛δ｝为连续梁的模态广义坐标与车辆系统广义
坐标组成的列阵．即｛δ｝＝｛qi… qr z1 z2 z3 zbθb｝T．对
该时变系统的求解�近似认为在每一时步 Δt 内矩
阵为常矩阵�可以采用 Newmak－β逐步积分法求
解�在每个Δt 的起点和终点建立动力平衡条件．具
体流程如下：
1） 初始计算
a．形成车辆系统矩阵［ Mv ］、［ Cv ］和［ Kv ］；
b．计算桥梁固有频率和对应的振型向量�并形

成［Ω］和［Φ］矩阵；
c．选定车辆和桥梁的初始条件；
d．选择积分步长Δt、参数γ和β�计算积分常数
2） 对每一时间步Δt
3） 对每一个车轮 i
a．判定该车轮在桥上的纵向位置；
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b．形成车轮处桥梁的插值函数
c．计算荷载列阵｛F（x�t）｝
d．形成车桥耦合的广义质量、阻尼和刚度矩阵

［ M（ t）］、［ C（ t）］和［ K（ t）］
e．形成有效刚度矩阵 ［ K∗（ t） ］＝ ［ K（ t）］＋ a0

［ M（ t）］＋ a1［ C（ t）］
4） 求每个时间步响应
a．计算 t＋Δt 时刻的有效荷载
F∗i＋1＝Fi＋1＋M（ a0δi＋ a2̇δi＋ a3̈δi）＋C（ a1δi

＋ a4̇δi＋ a5̈δi）
b．求解 t＋Δt 时刻的位移�解方程
［ K∗（ t） ］δi＋1＝F∗i＋1
c．计算 t＋Δt 时刻的加速度和速度
δ̈i＋1＝ a0（δi＋1－δi）－ a2̇δi－ a3̈δi

δ̇i＋1＝̇δi－ a6̈δi－ a7̈δi＋1

4　算例分析

算例1　为验证本文算法及程序的正确性�取
文献［9］中接近实际的简支梁和文献［10］中车辆参数�
车辆采用移动弹簧质量模型进行验算．悬架刚度 k1
＝6．5e5N／m；悬架阻尼 c1＝2．1e4N．s／m；车轮及悬
架质量m1＝1425kg；车身质量m2＝32025kg；vo＝20
m／s；单位长度梁的质量 m＝1．2×104kg／m�单位长
度梁的刚度 EI＝1．275×1011N·m2�跨度 L＝40m�c
＝0．用本文方法与 Runge－kutta 方法进行比较�结
果发现图形几乎完全重合�计算结果如图2及表1．
这充分说明了本文方法的正确性和有效性．

图2　算例1计算结果
表1　不同速度作用下跨中最大动挠度值

车速（m／s） 跨中最大动挠度（mm）
本文解 解析方程 Runge－kutta解

10 3．5619 3．5437
16 3．6401 3．6365
22 3．7358 3．7319
26 3．7527 3．7529
30 3．7542 3．7396
33 3．8982 3．8770

　　算例2　根据文献［4］的车辆参数及文献［9］的桥
梁参数�本文对连续梁桥的车－桥耦合系统的参数
设定为：m＝1．2×104kg／m�EI＝1．275×1011N·m2�
L1＝L2＝L3＝40m�c＝0．m1＝480kg；m2＝945kg；m3
＝945kg；mhb＝32025kg；Ihp＝82615．67kg／m2；l1＝3．

6524m；l2＝0．2726m；l3＝1．6726m；ct1＝2e4N．s／m；
ct2＝2e4N．s／m；ct3＝2e4N．s／m；kt1＝225e4N／m；kt2
＝400e4N／m；kt3＝400e4N／m；cs1＝2e4N．s／m；cs2＝
2e4N．s／m；cs3＝2e4N．s／m；ks1＝400e4N／m；ks2＝
800e4N／m；ks3＝800e4N／m．

本算例取桥梁结构前10阶振型�且不考虑桥梁
结构阻尼�计算 v＝20m／s 车速下车桥耦合振动响
应．图3和图4表明三跨等截面连续梁在第一跨跨
中动挠度最大�且动挠度围绕着静挠度上下波动．图
5表明随着桥梁阻尼比的增大�动挠度波动逐渐减
小�且最大动挠度点处相应挠度值也减少�从而可以
得出�随着桥梁阻尼比的增大�冲击系数相应减少．
图6为第一跨跨中位移自谱密度�表2为连续梁桥
前十阶自振频率表�从图6及表2可以看出�该连续
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梁桥振动响应主要由第一、二阶频率控制�高阶频率 对第一跨跨中振动响应影响不明显．
表2　连续梁桥前十阶自振频率

阶数 一 二 三 四 五 六 七 八 九 十

频率 3．19 4．09 5．97 7．21 12．66 14．43 17．68 21．65 28．12 30．69

图3　不同点处动挠度曲线　　　　　　　图4　动挠度曲线与静挠度曲线对比

图5　不同阻尼比ζ作用下桥梁第一跨跨中动挠度曲线　　　　　图6第一跨跨中位移自谱密度
　　通过算例1和算例2的分析可知�本文提出的
方法确实可行．目前国内研究车桥耦合振动响应主
要采用两种方法：一种是通过有限元软件建模提取
其刚度矩阵和质量矩阵�将车辆各自由度与桥梁单
元所有自由度结合在一起�建立统一方程组来进行
求解．这种方法对于复杂桥型�由于在建模过程中需
要非常多的单元（且单元类型不能保持一致）�因而
节点自由度非常多�使得车桥耦合方程组矩阵维数
非常大�计算速度非常慢．第二种方法也即本文所运
用方法�通过有限元软件建模提取其振型和频率�将
有限单元法和模态综合叠加技术引入到车桥耦合振

动模型中来�由于桥梁振动响应主要由若干低阶模
态组成�这就导致车桥耦合方程组矩阵维数大大降
低�从而提高了求解速度．在建模提取桥梁结构振型
特性时�由于只需提取车轮行驶单元节点处振型向
量�不必考虑车轮作用单元以外其它节点振型的影
响（非车轮作用单元对车轮作用点处振型向量的贡
献已在有限元建模过程中反映出来了）�因而采用这
种方法编制程序具有非常大的通用性；另外�采用该
方法可以做车桥耦合振动细部结构动力响应分析�
而采用第一种方法�如果将单元划分过细�必将导致

桥梁刚度矩阵和质量矩阵非常大�使得计算难以进
行�而采用本文方法却很容易实现．目前国外研究车
桥耦合振动基本上都采用该方法．

5　结语

将连续梁桥离散为单元模型�分别建立车辆与
桥梁运动方程；以车轮与桥面接触处的位移协调条
件与相互作用力的平衡关系相联系�建立车辆与桥
梁耦合振动方程�利用模态综合叠加法并结合 New-
mark－β积分格式进行迭代求解．运用所编制的程序
进行对比分析�结果表明该种方法确实可行�对各种
复杂桥型具有很强的通用性�且便于分析桥梁细部
结构动力响应．
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An Efficient Algorithm for Coupled Vibration Analysis of Continuous
Bridges under Moving Vehicle
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Abstract：A general and efficient method is proposed for the resolution of the dynamic interaction problem between a
bridge�discretized by a two－dimensional finite element model�and a dynamic system of vehicles with five degree of free-
dom running at a prescribed speed．Establishing the equations of motion for the bridge and the vehicles respectively�an
iteration solution method is presented to analyse the coupling vibration reponse of vehicle-bridge system based on the same
displacement and coupling force at the interface．The Newmark method is used for solving the motion equations．The nu-
merical method is validated availability and feasibility through comparing the result of the text with the analysis of Runge
－kutta method．Because of the response of bridge resting with some low mode�the dimension of matrix are reduced fur-
thest�at the same time�the velocity of computing are improved．This method could be used for any intricate bridge．
Key words：continuous bridge；vehicle－bridge system；iterative solution mode superpostion
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