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Euler函数的推广
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摘要：Euler函数ψ（m）是不大于 m 且与m 互素的正整数 x 的个数�令 X＝（ x1�x2�…�xn）是 n维正整数向量．xi＜＝m�定义ψ
（m�X）是 gcd（m�x1�x2�… xn）为1的向量的个数．本文给出ψ（m�X）的计算公式（定理2）�且ψ（m）为此公式的特例．
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　　Euler函数ψ（m）是不大于 m且与m互素的正整数 x 的个数．令 gcd（ a�b）表示2个正整数 a�b 的最大
公因数�则ψ（m）是 gcd（m�x）＝1的正整数 x 的个数．如果 m＝p 是素数�则ψ（m）＝ p－1．若 m＝ pt�与 m
不互素的只有 p 的倍数 p�2p�…�pt－1p�这共有 pt－1个�其余 pt－pt－1个都与 pt 互素．即

ψ（pt）＝pt－pt－1＝pt（1－1／p）
命题1　设 gcd（ a�b）＝1�则

ψ（ab）＝ψ（a） ψ（b）
由命题1�知 Euler函数是积性函数．Euler函数的计算公式如下．

定理1　令 m＝pt11 pt22…ptkk �pi（ i＝1�2�…�k）是素数�则
ψ（m）＝m（1－1／p1）（1－1／p2）…（1－1／pk）

或 ψ（m）＝pt1－11 pt2－12 …pt1�t2�… tkk （p1－1）（p2－1）…（pk－1）
或 ψ（m）＝（pt11－pt1－11 ）（pt22－pt2－12 ）…（ptkk－ptk－1k ）
令 X＝（x1�x2�…xn）是 n维正整数向量�xi≤m�ψ（m�X）是 gcd（m�x1�x2�… xn）＝1的向量 X（xi＜＝

m）的个数．当 n＝1时�ψ（m�X）就是 Euler函数．
定理2　令 m＝p1t1 p2t2…pktk�pi（ i＝1�2�…�k）是素数�Pi＝pni�i＝1�…�k
则 ψ（m�X）＝mn（1－1／P1）（1－1／P2）…（1－1／Pk）
证明　xi≤m�i＝1�2�… n；因此所有向量 X 共有 mn 个�即｜X｜＝mn�令 Aj 是 gcd（m�x1�x2�… xn≡0

（mod pj）的元素 X 的个数�则 gcd（m�x1�x2�…xn）≠1的元素的集合是 A1∪A2∪…∪Ak�因此
ψ（m�X）＝｜X｜－｜A1∪A2∪…∪Ak｜

如果 xi 都是 pj 的倍数�则 gcd（m�x）是 pj 的倍数�在1�…�m 中有 m／pj 个数是 pj 的倍数．因此｜Aj｜＝（m／
pj） n．如果 xi（ i＝1�…�k）都是 pj�ps 的倍数�则 gcd（m�X）是 pjps 的倍数�因此｜Aj∩As｜＝（m／pj／ps） n�依此
类推．根据

｜A1∪A2∪…∪Ak｜＝

第24卷第4期
2007年8月

华　东　交　通　大　学　学　报
Journal of East China Jiaotong University

Vol．24　No．4
Aug．�2007



∑｜Aj｜　　　（1≤ j≤k）
－∑｜AjAs｜　　（1≤ j＜ s≤k）
＋∑｜AjAsAt｜　（1≤ j＜ s＜ t≤k）

…
＋（－1）k＋1｜A1A2…Ak｜

＝∑（m／pj） n　　　（1≤ j≤k）
－∑（m／pj／ps） n　（1≤ j＜ s≤k）

＋∑（m／pj／ps／pt） n　（1≤ j＜ s＜ t≤k）
…

＋（－1）k＋1（m／p1／p2／…／pk） n
得到

ψ（m�X）＝｜X｜－｜A1∪A2∪…∪Ak｜
＝mn（1－1／P1）（1－1／P2）…（1－1／Pk）

系1　令 m＝p1t1 p2t2…pkt1�t2�… tk�pi（ i＝1�2�…�k）是素数�Pi＝pin�i＝1�…�k
则ψ（m�X）＝（p1t1n－p1（ t1－1） n）（p1t2n－p1（ t2－1） n）…（p1tkn－p1（ tk－1） n）．
或ψ（m�X）＝m／（p1p2…pn）（p1n－1）（p2n－1）…（pkn－1）．
系2　ψ（m�X）是积性函数�即：若 gcd（ a�b）＝1�则

ψ（ab�X）＝ψ（a�X）ψ（b�X）
设有如下的同余方程

a1x1＋ a2x2＋…＋ anxn＝1（mod m） （1）
则方程（1）有解的充要条件是 gcd（m�a1�a2�… an）＝1�因此ψ（m�X）是有解方程（1）的个数．
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A Generalization of Euler function

ZHOU Shang-chao

（East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract：Let X＝（x1�x2�…�xn）be n－dimension integer vector�1≤ xi≤m．ψ（m�X）be the vector’s number for
gcd（m�x1�x2�…xn）＝1．thenψ（m�X）＝ mn（1－1／P1）（1－1／P2）…（1－1／Pk）�where m＝ p1t1 p2t2… pktk�pi
（ i＝1�2�…�k）is prime number�Pi＝pin．
Key words：euler function；greatest common divisor；multiplicative function．
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