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锐角三角形的一个不等式链

刘　健
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摘要：应用重要的 R－ r－ s 方法�证明了有关锐角三角形的中线、高线与旁切圆半径的不等式链：设锐角 ΔABC 的三条中线�
三条高线与旁切圆半径分别为 ma�mb�mc；ha�hb�hc 和 ra�rb�rc�则成立不等式：maha＋mbhb＋mchc≥wbwc＋wcwa＋wawb≥ hara
＋ hbrb＋ hcrc．提出并应用计算机验证了三个有关的猜想．
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1　主要结果

文献［1］中�建立了有关三角形长度元素的一个不等式链�提出了四个有关三角形长度元素的不等式猜
想�其中最后一个猜想如下：设锐角 ΔABC 的三条中线、高线与内角平分线分别为 ma�mb�mc；ha�hb�hc 和
wa�wb�wc�则有不等式：

maha＋mbhb＋mchc≥wbwc＋wcwa＋wawc� （1）
等号仅当ΔABC为正三角形时成立．

本文将证明上述不等式�同时把它延拓为下述优美的不等式链：
定理　设锐角三角形 ABC的三个旁切圆半径为 ra�rb�rc�其余符号同上�则有

maha＋mbhb＋mchc≥wbwc＋wcwa＋wawc≥hara＋hbrb＋hcrc� （2）
等号当且仅当锐角为正三角形时成立．

我们将采用三角形不等式中强有力的 R－ r－ s 方法来证明上述结论．以下用 a�b�c�s�Δ分别表示
ΔABC的三个边长、半周长与面积�∑表示循环和．

2　几个引理

引理1　在锐角ΔABC中成立半对称不等式：
4ma≥2ha＋ rb＋ rc� （3）

等号当且仅当 b＝ c时成立．

证　由12 aha＝（ s－b） rb＝（ s－ c） rc＝Δ�可知要证的不等式等价于

4ma≥ 2a2－（b－ c）2
a（ s－b）（ s－ c）Δ�

两边平方并利用 Heron公式：
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Δ＝ s（ s－ a）（ s－b）（ s－ c）
可知上式等价于

16（ s－b）（ s－ c） a2m2
a≥ s（ s－ a） ［2a2－（b－ c）2］� （4）

两边乘以4并利用已知的恒等式：
4（ ama）2＝16Δ2＋（b2－ c2）2� （5）

可知不等式（4）等价于
4a2［ a2－（b－ c）2］ ［2（b2＋ c2）－ a2］≥［（b＋ c）2－ a2］ ［2a2－（b－ c）2］� （6）

不难验证恒等式：
4a2［ a2－（b－ c）2］ ［2（b2＋ c2）－ a2］－［（b＋ c）2－ a2］ ［2a2－（b－ c）2］
＝［3（c＋ a－b）（ a＋b－ c） a2＋（c2＋ a2－b2）·（ a2＋b2－ c2） ］（b－ c）2� （7）

可见不等式（6）对锐角三角形成立�从而不等式（3）得证�且知其等号仅当 b＝ c时成立．引理1证毕．
引理2　在任意中有

1
wa＋

1
wb＋

1
wc≤

12R＋34r� （8）
等号当且仅当ΔABC为正三角形时成立．

不等式（8）是作者首先提出的�最先为黎建平证明�见［2］．笔者在最近的文献［3］中也用到它．
引理3［4］　形如

s≥ f（R�r）� （9）
的齐次不等式对锐角ΔABC成立�当且仅当

f（1�2t（1－ t））≤2（1＋ t） 1－ t2 （1／2≤ t＜ 2／2）� （10）
f（1�2t（1－ t））≤2＋2t（1－ t）（2／2≤ t＜1）． （11）

引理4　在任意ΔABC中有
1
wa＋

1
wb＋

1
wc

2≥ 1
a＋1

b ＋1
c

2＋ 1
4r2� （12）

等号当且仅当ΔABC为正三角形时成立．
不等式（12）最初由杨学枝发现并证明�但他给出的证明较为繁锁．本文作者发现了恒等式：

∑1
w2
a
＋ 2
wawbwc∑ha＝ ∑1

a
2＋ 1

4r2� （13）
由此与显然的不等式∑ha≤∑wa可迅速导得不等式（12）．
引理5　在任意ΔABC中有
（ i） s2≥3（4R＋ r） r� （14）
（ ii） s2≤4R2＋4Rr＋3r2� （15）

等号当且仅当ΔABC为正三角形时成立．
上述引理的两个不等式均是已知的重要结果�参见［5］�［6］．
引理6［4］　在锐角ΔABC中有

s2≥4R2－Rr＋13r2� （16）
等号当且仅当锐角ΔABC为正三角形时成立．

2　定理的证明

首先�我们来证不等式链（2）的第一个不等式（1）．
根据引理1�要证不等式（1）只要证：

∑（2ha＋ rb＋ rc） ha≥4∑wbwc． （17）
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注意到 ha＝2rbrc
rb＋ rc�∑ rbrc＝ s2�可知

∑（2ha＋ rb＋ rc） ha＝8Δ2∑1
a2＋2s2�

进而利用 abc＝4ΔR与已知恒等式：
∑b2c2＝ s4＋（2r2－4Rr） s2＋（4R＋ r）2r2� （18）

就得

∑（2ha＋ rb＋ rc） ha＝ s4＋2（2R2－4Rr＋ r2） s2＋（4R＋ r）2r2
2R2 ． （19）

由已知的等式：

wawbwc＝ 16Rr2s2
s2＋2Rr＋ r2� （20）

可知引理2的不等式（8）等价于
∑wbwc≤4r（3R＋2r） s2

s2＋2Rr＋ r2 � （21）
据此及（19）可知�要证不等式（17）只要证：

s4＋2（2R2－4Rr＋ r2） s2＋（4R＋ r）2r2
2R2 ≥16r（3R＋2r） s2

s2＋2Rr＋ r2 �

整理后知上式等价于

s6＋（4R2－6Rr＋3r2） s4－ r（88R3＋60R2r－4Rr2－3r3） s2＋（2R＋ r）（4R＋ r）2r3≥0． （22）
我们可将这式等价地变形为

（s2＋8R2＋10Rr＋9r2）（ s2－2R2－8Rr－3r2）2＋4（7R4＋12R3r＋27R2r2＋40Rr3＋12r4） s2－4（8R6＋
74R5r＋241R4r2＋350R3r3＋301R2r4＋128Rr5＋20Rr6）≥0．
可见�要证（22）只要证：

（7R4＋12R3r＋27R2r2＋40Rr3＋12r4） s2－（8R6＋74R5r＋241R4r2＋350R3r3＋301R2r4＋128Rr5＋20r6

≥0． （23）
这实为（9）的形式．根据引理3下分两种情形完成不等式（23）的证明．

（ i） 当1／2≤ t＜ 2／2时．
这时要证（23）只要证：
4［7＋24t（1－ t）＋108t2（1－ t）2＋320t3（1－ t）3＋192t4（1－ t）4］（1＋ t）2（1－ t2）－［8＋148t（1－ t）＋964t2

（1－ t）2＋2800t3（1－ t）3＋4816t4（1－ t）4＋4096t5（1－ t）5＋1280t6（1－ t）6］≥0�
展开后再因式分解�即

－4（2t－1）2（2t2－1）（64t8－224t7＋176t6＋112t5－120t4－34t3＋2t2＋21t＋5）≥0� （24）
注意到在假设条件下有2t2－1＜0�因此要证上式只要证：

f（ t）≡64t8－224t7＋176t6＋112t5－120t4－34t3＋2t2＋21t＋5＞0． （25）
令 f′（ t）＝0�则有

512t7－1568t6＋1056t5＋560t4－480t3－102t2＋4t＋21＝0�
解得五个实根：t1≈－0．581�t2≈0．356�t3≈0．957�t4≈1．143�t5≈1．615．于是易知 f（ t）在区间（ t2�t3）内单调
减�从而知 f（ t）在（1／2�2／2）内也是单调减�所以有 f（ t）≥ f（2／2）＝2＋ 2＞0�不等式（25）成立�从而（23）
式在上述情况下获证．

（ ii） 当2／2≤ t＜1时．
这时按引理3要证（23）只要证：
［7＋24t（1－ t）＋108t2（1－ t）2＋320t3（1－ t）3＋192t4（1－ t）4］ ［2＋2t（1－ t） ］2－［8＋148t（1－ t）＋964t2

（1－ t）2＋2800t3（1－ t）＋4816t4（1－ t）4＋4096t5（1－ t）5＋1280t6（1－ t）6（1－ t）6］≥0�
展开后因式分解即
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－4（2t2－1）（2t2－4t＋1）（32t8－128t7＋144t6＋16t5－86t4－4t3＋5t2＋21t＋5）≥0． （26）
在假设的条件易知2t2－1≥0�2t2－4t＋1＜0�因此要证上式只要证：

32t8－128t7＋144t6＋16t5－86t4－4t3＋5t2＋21t＋5＞0� （27）
上式即

2t2（ t－1）2（16t4－32t3－8t2＋24t＋13）－21t（ t－1）＋5＞0�
因 t（ t－1）＜0�要证上式只要证：

f（ t）≡16t4－32t3－8t2＋24t＋13＞0． （28）
应用函数的单调性容易证明：对任意实数 t 有 f（ t）＞0�从而不等式（26）得证�此时不等式（23）也得到证明．

综上�不等式（23）对任意锐角三角形成立．从而锐角三角形不等式（1）得证．
现在�我们来证定理的第二个不等式：

wbwc＋wcwa＋wawc≥hara＋hbrb＋hcrc． （29）
利用 abc＝4Rrs．∑bc＝ s2＋4Rr＋ r2易得

1
a＋1

b ＋1
c

2＋ 1
4r2＝ s4＋（4R2＋8Rr＋2r2） s2＋（4R＋ r）2r2

16R2r2s2 ． （30）
由此与前面的等式（20）可知引理4的不等式（12）等价于

（∑wbwc）2≥16r2s2［ s4＋（4R2＋8Rr＋2r2） s2＋（4R＋ r）2r2］
（ s2＋2Rr＋ r2）2

另外容易证明等式

∑hara＝ r ［ s2＋（4R＋ r）2］2R ． （32）
所以要证不等式（29）只要证：

16s2［ s4＋（4R2＋8Rr＋2r2） s2＋（4R＋ r）2r2］
（ s2＋2Rr＋ r2）2 ≥［ s2＋（4R＋ r）2］2

4R2 � （33）
即需证：

16s2R2［ s4＋（4R2＋8Rr＋2r2） s2＋（4R＋ r）2r2］－（ s2＋2Rr＋ r2）2［ s2＋（4R＋ r）2］2≥0�
展开整理即

－ s8＋4（8R2－5Rr－ r2） s6＋2r（64R3－50R2r－30Rr2－3r3） s4

－4r（16R3＋2R2r＋7Rr2＋ r3）（4R＋ r）2s2－（2R＋ r）2（4R＋ r）4r2≥0． （34）
两边乘以9

s4然后利用引理5的不等式 s2≥3r（4R＋ r）可知�要证（34）只要证：
－9s4＋36（8R2－5Rr－ r2） s2＋18r（64R3－50R2r－30Rr2－3r3）－12（4R＋ r）（16R3＋2R2r＋7Rr2＋ r3）

－（2R＋ r）2（4R＋ r）2≥0�
即

－9s4＋3（96R2－60Rr－12r2） s2－832R4＋768R3r－1312R2r2－684Rr3－67r4≥0� （35）
经过分析�我们将上式等价变形为

（ s2－4R2＋Rr－13r2）（252R2－216Rr－63r2）＋（R－2r）（176R3＋4R2r＋1936Rr2＋443r3）＋9s2（4R2＋
4Rr＋3r2－ s2）≥0．
由 Euler不等式 R≥2r与引理5的 Gerretsen不等式 s2≤4R2＋4Rr＋3r2以及引理6陈胜利的不等式（16）即
可知上式成立�从而不等式（29）得证．至此�我们完成了定理的证明．

3　三个猜想

考虑不等式（1）的指数推广�应用计算机进行验证后�我们提出以下
猜想1　设0．675≤k≤14．7�则在锐ΔABC角中有

（maha）k＋（mbhb）k＋（mchc）k≥（wbwc）k＋（wcwa）k＋（wawc）k． （37）
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另一方面�我们猜测不等式（1）可以推广为涉及一个动点的情形：
猜想2　对锐角ΔABC与任意一点 P有

haPA＋hbPB＋hcPC≥23（wbwc＋wcwa＋wawb）． （38）
显然�令 P为锐角ΔABC的重心�由上式就可得到不等式（1）．
由不等式（38）联想到作者发现的不等式（参见［1］）：

（wara）k＋（wbrb）k＋（wcrc）k≥（wbwc）k＋（wcwa）k＋（wawc）k． （39）
（其中 k＞0）促使作者提出了以下猜想：

猜想3　设1．005≤k≤4�则对锐角ΔABC与任意一点 P有

（haPA）k＋（hbPB）k＋（hcPC）k≥（23）k ［（wara）k＋（wbrb）k＋（wcrc）k ］． （40）
证明含有给定区间指数的三角形不等式（尤其是动点类的）往往是很困难的�目前极及见到这类文献．

因此�若能证明 K＝2�3�4时不等式（40）成立也是有意义的．
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An Inequality Chain for Acute Triangle

LIU Jian

（East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract：The important method of R－ r－ s is used to prove the inequality chain for the medians altitudes and radii of
exinscribed circles of a triangle：Let ma�mb�mc denote the medians of the triangle ABC；the altitudes ha�hb�hc；the
radii of exinscribed excircles ra�rb�rc；then holds maha＋mbhh＋mchc≥wbwc＋wcwa＋wcwa≥hara＋hbrb＋hcr．Fi-
nally�three relevant conjectures are proposed and verified with the computer．
Key words：acute triangle；median�altitude；radius of exinscribed circles；inequality
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