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双负二项风险模型的破产概率
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摘要：在经典离散风险模型的基础上把复合负二项风险模型推广为双负二项风险模型�即单位时间内的保费收取次数也为负
二项分布�讨论了此时盈余的性质�并给出了关于破产概率的一个定理�得到了破产概率的一个上界．
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1　引言

近年来�关于离散时间风险模型�人们讨论最多的是复合二项风险模型［1］�这类模型中的理赔次数的均
值大于方差．当保单组合的理赔次数的方差大于其均值时�人们进一步讨论了复合负二项风险模型［2］．但在
这类复合负二项风险模型中�保险公司按照单位时间常数速率取得保单（假定每张保单保费相等）�但在实际
生活中�不同单位时间所取得的保单数常常不一样�是一个随机变量．根据这一实际情况�本文将复合负二项
风险模型中的保费收取次数过程推广为负二项过程�并在此基础上讨论了盈余的性质�给出关于破产概率的
一个定理�得到了破产概率的一个上界．

2　双负二项风险模型

本文考虑的模型如下：

X（n）＝ u＋ cM（ n）－Y（ n）�令 S（ n）＝ cM（ n）－Y（ n）�Y（ n）＝∑N（ n）
i＝1Y i．

设 u＞0�c＞0�u是保险公司的初始资本�c 是保险公司单位时间收取的保费�以下随机变量都定义在
完备概率空间（Ω�F�P）上．
1） 索赔额序列｛Y i�i＝1�2�3……｝是取值于（0�＋∞）的独立同分布的随机变量序列�分布函数为 F

（y）�μ＝EY�δ2＝VarY．

2） N（ n）为时间段［0�n］内索赔次数�服从参数为（ n�p）的负二项分布�即 P（N（ n）＝k）＝Ck
n＋k－1 p q

－ n－ k
．

3） M（ n）为时间段 ［0�n ］内保单总数�服从参数为（ n�p）的负二项分布点�即 P（M（ n）＝ k）＝Ck
n＋k－1

pnqk．
4） M（ n）�N（ n）�｛Y i�i＝1�2�3……｝是相互独立的随机序列．
5） X（ n）是保险公司在时刻 n的盈余资本．
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为保证公司稳定经营�假定单位时间内平均保费收入大于平均理赔额�即 cq
p ＞ qμ

p �由此定义安全负荷系

数ρ＝ cqp－pqμ
μpq ＞0�定义破产时刻 Tu＝inf｛n≥1∶X（ n）＜0｝�最终破产概率ψ（u）＝P｛Tn＜∞｜X（0）＝ u｝．

不失一般性�假定存在 r＞0�使得 MY（ r）＝E［ erY ］＜∞�矩母函数存在区间为（－∞�r）．

3　主要结论

引理3．1　盈余过程｛S（n）�n＝1�2�3……｝具有下列性质：

（1） ES（ n）＝ cnq
p － nμq

p ；（2）S（ n）具有平稳独立增量．

证明　（1） ES（ n）＝E（cM（ n）－Y（ n））＝ cnq
p － nμ﹣q﹣p

（2） 对 n0＜ n1＜…＜ n0�随机变量
S（ ni）－S（ ni－1）＝ c（M（ ni）－M（ni－1））－（Y（ ni）－Y（ ni－1））　　（ i＝1�2�…）

而 M（n1）－M（n0）�M（n2）－M（n1）�…�M（nn）－M（nn－1）
Y（ n1）－Y（ n0）�Y（ n2）－Y（ n1）�…�Y（nn）－Y（ nn－1）

是相互独立的�因此盈余序列｛S（n）�n＝1�2�3…｝具有独立增量．
又因为 S（ n＋k）－S（ n）＝C（M（ n＋k）－M（n））＋（Y（ n＋k）－Y（ n））
且对一切 n≥0�M（n＋k）－M（n）�Y（ n＋k）－Y（ n）具有相同的分布�
所以 S（ n＋k）－S（ n）也具有相同的分布�｛S（n）�n＝1�2�3…｝具有平稳增量．
综上所述�｛S（n）�n＝1�2�3…｝具有平稳独立增量．

引理3．2　关于未知量 r的方程 p
1－qe－ re· p1－qMr（ r）＝1至少有一正根 R．

定义　R＝inf｛r｜g（ r）＝1�r＞0｝为调节系数．

证明　令 g（ r）＝ p
1－qe－ rc· p1－qMr（ r）�显然 g（0）＝1�g′（0）＝ qμ

p － cq
p ＜0．可知对充分小的△r∈（0�

z）�有 g（△r）＜1．又当 r→z 时�g（ r）→∞�故必存在 r∗∈（0�z）�使 g（ r∗）＝1．又易知∀ε＞0�当 r∈（ r∗－
ε�r∗）时�g（ r）＜1；当 r∈（ r∗�r∗＋ε）时�g（ r）＞1．故 R＝inf｛r｜g（ r）＝1�r＞0｝是方程 g（ r）＝1的正解．
定理3．3　在风险过程｛X（n）�n＝1�2�3�…｝下�设 R为调节系数�则

Ψ（u）＝ e－Ru

E［ e－RX（Tu）｜Tu＜＋∞］．特别地：Ψ（u）≤ e－Ru�∀u≥0．
证明　对 n≥1和 r＞0�我们考察

E［ e－ rX（ n） ］＝E［ e－ rX（ n）｜Tu＜ n］·p（Tu＜ n）＋E［ e－ rX（ n）｜Tu≥ n］·p（Tu≥ n） （1）
因为 X（ n）＝ u＋ cM（ n）－S（ n）�故（1）式左端可写为：

E［ e－ rX（ n） ］＝ e－ ru·E［ e－ rcM（n） ］·E［ erS（ n） ］＝ e－ ru·［ p
1－qe－cr ］ n·［ p1－qMY（ r） ］ n

而（1）式右端第一项中�x（ n）可写为．X（n）＝＝X（Tu）＋ c（M（ n）－M（Tu））－（S（ n）－S（Tu））
对于给定的 Tu：M（n）－M（Tu）�S（ n）－S（Tu）�X（Tu）是相互独立的．有

E［ e－ rX（ n）｜Tu≤ n］·p（Tu≤ n）
＝E［ e－ rX（Tu）｜Tu≤ n］ E［ e－ rc（M（n））－M（Tu））｜Tu≤ n］ E［ er（S（ n）－S（Tu））｜Tu≤ n］·p（Tn≤ n）

＝E［ e－ rX（Tu）｜Tu≤ n］·p（Tu≤ n）· p
1－qe－cr· p1－qMr（ r） ］

（ n－Tu）

选择 r＝R�则（1）式变为
e－Ru＝E［ e－RX（Tu）｜Tu≤ n］·p（Tu≤ n）＋E［ e－RX（Tu）｜Tu＞ n］·p（Tu＞ n） （2）

令 n→∞�则上式右端第一项变为 E［ e－RX（n）｜Tu＜∞］·p（Tu＜∞）
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若能证明当 n→∞时�右端第二项为零�则定理得证：以下将证明这点：

记α＝ cq
p －μq

p ＞0�β2＝ c2q
p2＋

q
pδ
2＋ q

p2μ
2

易知 Var（X（ n））＝ nβ2．由于α＞0�考察△＝ u＋ nα－βn23只要 n充分大�它是正的．利用 X（ n）和△的大
小关系将（2）式右端第二项拆为两项有

E［ e－RX（n）｜Tu＞ n�0≤X（ n）≤△］·p（Tu＞ n�0≤X（ n）≤△）＋E［ e－RX（n）｜Tu＞ n�X（ n）＞△］·p（Tu＞
n�X（ n）＞△）≤P（0≤X（ n）≤△）＋ e－R△ （3）
由契比雪夫不等式 P（0≤X（ n）≤△）≤Var（X（ n））4 ＝ n

13�
故当 n→＋∞时�（3）式右端将为零．
故在（2）式中�令 n→∞�有 e－Ru＝E［ e－RX（Tu）｜Tu＜∞］·P（Tu＜＋∞）�

即 Ψ（u）＝ e－Ru

E［ e－RX（Tu）｜Tu＜＋∞］�
又因 X（Tu）＜0�故 E［ e－ rX（Tu）｜Tu＜∞］＞1�可得：Ψ（u）≤ e－Ru�∀u≥0．定理得证．
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The Ruin Probability of The Double Negative Binomial Risk Model
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Abstract：In this paper�the authors generalize the ruin probability from the compound negative binomial model to the dou-
ble binomial model on the foundation of discrete classical risk model�i．e．the premium are random variables ．We consid-
er the character of surplus and drive a theorem with ruin probability and obtain a inequality．
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