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摘要：主要证明了在半环正向系｛Ri�γij；Ω｝及半环态射δi∶Ri→R（其中δi∶αaα／ξ）下正向极限limRi 的存在性并研究了在某些

条件下正向极限 R 与半环族 Ri（ i∈Ω）之间可保留的性质．
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1　引言与准备

本文中的半环均指含1的半环�即［1］中的 semiring．半环态射同［1］的定义．如果 R与 S 是半环�且γ：R
→S 为半环态射�记 ker γ＝｛a∈R｜γ（a）＝0｝．

定义1．1　设Ω为一个集合�其元素之间存在一种可传与自反的关系≤�即�若 a≤ b�且 b≤ c�则 a≤
c；而且对∀a∈Ω恒有 a≤ a�这种集合Ω称为拟有序集．
对于Ω中任何两个元素 i与 j�必有 k∈Ω�使 i≤k 与 j≤k．满足这个条件的拟有序集叫做一个有向拟

有序集．
定义1．2　设Ω为一个有向拟有序集�｛Ri∶i∈Ω｝是一个半环族�对 Ω中任意的 i≤ j�若半环态射γij∶

Ri→Rj 满足下列条件：
（1）∀i∈Ω�γii是单位映射；
（2）Ω中∀i≤ j≤k�有γjkγij＝γik．
则称｛Ri∶∈Ω｝为Ω上的一个半环正向系�记为：｛Ri�γij；Ω｝．
定义1．3　若｛Ri∶∈Ω｝为Ω上的一个半环正向系�有半环 R�对每个 i∈Ω�有半环态射δi∶Ri→R 满

足：
（3）对Ω中∀i≤ j 有δjγij＝δi；
（4）若任意半环 S 和态射集｛ηi∶Ri→S（ i∈Ω）｝对于Ω中所有 i≤ j 满足：ηjγij＝ηi�则存在唯一的半环态

射η∶R→S 对所有的 i∈Ω有ηδi＝ηi．
称满足以上条件的（R�δi；Ω）是半环正向系｛Ri∶∈Ω｝的正向极限�记为：lim Ri．

2　正向极限存在性

定理2．1　（存在性定理）若｛Ri�γij；Ω｝是一个半环正向系�S 是 Ri 的无交并�在 S 上定义二元关系ξ∶
aξb⇔Ω中存在 i�j≤k 使得 a∈Ri�b∈Rj�γik（ a）＝γjk（b）．显然对所有的 n≥k 有γin（ a）＝γjn（b）．
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令 R＝S／ξ�半环态射δi∶Ri→R；αaα／ξ．则 R＝S／ξ是半环正向系｛Rj�γij；Ω｝的正向极限．
证明　1．显然ξ是 S 上的等价关系．记 R＝S／ξ中♁与 e的运算如下：

α／ξ♁b／ξ＝（γik（α）♁γjk（b））／ξ∈R；
α／ξeb／ξ＝（γik（α）eγjk（b））／ξ∈R．

其中 a∈Ri�b∈Rj；i�j≤k．则这样定义的运算：α／ξ♁ b／ξ�α／ξe b／ξ与其代表元的选取无关�事实上�
若 a1／ξ＝ a／ξ�b1／ξ＝b／ξ且 a1／ξ♁ b1／ξ＝（γ′ik′（ a1）♁γ′jk′（b1））／ξ�其中 a1∈R′i �b1∈R′j ；′i �′j ≤ k′�则
存在 i�′i ≤k1�j�′j ≤k2使得γik1（ a）＝γ′ik1（ a1）�γjk2（b）＝γ′j k2（b1）．当 k�k′≤ l 时�γkl（γik（ a）＋γjk（b））＝
γil（ a）＋γjl（b）＝γ′i l（ a1）＋γ′j l（b1）＝γk′l（γ′i k′（ a1）＋γ′j k′（b1））．有 a1／ξ♁ b1／ξ＝（γ′il（ a1）♁γ′jl（ b1））／ξ＝
（γil（ a）♁ rjl（b））／ξ＝ a／ξ♁b／ξ．同样也有 a／ξeb／ξ＝ a1／ξeb1／ξ．所以运算♁与 e定义确定．

2．下证 R＝S／ξ是半环．由上面的定义�易知：
（1） （R�♁）是含单位元0／ξ的可换幺半群；
（2） （R�e）是含单位元1／ξ的幺半群；
（3） 对所有 a／ξ∈R；有（0／ξ）（ a／ξ）＝0＝（ a／ξ）（0／ξ）；
（4）0／ξ≠1／ξ．
又因为（ a／ξ）e ［（b／ξ）♁（c／ξ） ］＝（γik（ a）γjk（b）＋γik（ a）γtk（c））／ξ （1）
［（ a／ξ）e（b／ξ）］♁［（ a／ξ）e（c／ξ）］＝（γik（ a）γjk（b）＋γik（ a）γtk（c））／ξ （2）
其中 a∈Ri�b∈Rj�c∈Rt and i�j≤k1；j�t≤k2；i�t≤k3；k1�k2�k3≤k．显然（1）＝（2）．
所以有（ a／ξ）e ［（b／ξ）♁（c／ξ） ］＝［（ a／ξ） e（b／ξ）］♁［（ a／ξ） e（ c／ξ）］�同样有 ［（ b／ξ）♁（ c／ξ） ］（ a／ξ）

＝［（b／ξ）e（ a／ξ）］♁［（b／ξ）e（c／ξ）］．这样就证明了是 R＝S／ξ半环．
3．再证半环态射δi∶Ri→R；αaα／ξ满足定义1．3中的（3）与（4）．
事实上�对于Ω中的所有 i≤ j≤ k�δi（α）＝α／ξ�γjk（γij（ a））＝γik（α）�则γij（α）／ξ＝α／ξ所以δj（γij

（α））＝δi（α）＝α／ξ�对所有 i≤ j 满足δjγij＝δi．故定义1．3中（3）满足．
若任意一半环 R′�半环态射ηi∶Ri→R′（ i∈Ω）对Ω中所有 i≤ j 有ηjγij＝ηi�定义η∶R→R′；ai／ξaηkγik

（ ai）其中 ai∈Ri�i≤k；则η定义良好．
事实上�若 ai／ξ＝bj／ξ�则γik（ ai）＝γjk（bj）�因此η（ai／ξ）＝η（bj／ξ）�又∀i∈Ω有ηδi（ ai）＝η（ai／ξ）＝

ηkγik（ ai）＝ηi（ ai）．容易得出ηδi＝ηi�再证η的唯一性�若存在另一个态射η′满足条件�则η′（ ai／ξ）＝η′δi

（ ai）＝ηi（ ai）＝ηδi（ ai）．因此�η′＝η．故定义1．3中（4）满足．
所以 R＝S／ξ是半环正向系｛Ri�γij；Ω｝的正向极限．
定理2．2　（唯一性定理）若半环正向系｛Ri�γij；Ω｝的正向极限lim Ri 存在�则必是唯一的．

3　正向极限的一些性质

定义3．1　半环 S 上的元素 a称为加法（乘法）幂等的�如果它满足附加条件∀a∈S�a＋ a＝ a（ a·a＝
a）．半环 S 称为幂等的�如果 S 的所有元素是幂等的．
定义3．2　半环 S 称为单半环�若∀r∈S�a＋1＝1；半环 S 称为零和自由的�如果∀r�r′∈S�有 r＋ r′

＝0�则 r＋ r′＝0；半环 S 称为整的�如果∀r�r′∈S�有 r·r′＝0�则 r＝0或 r′＝0．
命题3．3　若 R是半环正向系｛Ri�γij；Ω｝的正向极限�其半环态射δi∶Ri→R；αaα／ξ�则 R 是加法（乘

法）幂等的当且仅当对∀i∈Ω�Ri 是加法（乘法）幂等的．
命题3．4　若 R是半环正向系｛Ri�γij；Ω｝的正向极限�其半环态射δi∶Ri→R；αaα／ξ�则对 Ω中所有 i

≤ j�kerγij＝｛0｝当且仅当0／ξ＝｛0Ri｜∀i∈Ω｝．
命题3．5　若 R是半环正向系｛Ri�γij；Ω｝的正向极限�其半环态射δi∶Ri→R；αaα／ξ�且 Ω中所有 i≤

j�有 kerγij＝｛0｝�则：
（1）Ri（ i∈Ω）是零和自由的当且仅当 R是零和自由的；
（2）Ri（ i∈Ω）是整的当且仅当 R是整的．
证明　（1）若 RI（ I∈Ω）是零和自由的�设 a∈Ri�b∈Rj；a／ξ�b／ξ∈R满足0／ξ＝（ a／ξ）♁（b／ξ）＝（γik
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（ a）♁γjk（b））／ξ�又因为Ω中所有 i≤ j�kerγij＝｛0｝�则有γik（ a）＋γjk（b）＝0Rk．又由 Ri（ i∈Ω）是零和自由
的�这意味着γik（ a）＝γjk（b）＝0Rk�则 a＝ b＝0Rk．因此 a／ξ＝ b／ξ＝0／ξ�即得证 R 是零和自由的．反之�设
R是零和自由的�a�b∈Ri 满足 a＋b＝0Ri．则δi（ a＋b）＝δi（ a）♁δi（b）＝ a／ξ♁b／ξ＝0／ξ�因此 a／ξ＝b／ξ
＝0／ξ．由Ω中所有 i≤ j�有 kerγij＝｛0｝�有 a＝b＝0Ri�即得证 Ri（ i∈Ω）是零和自由的．

（2）假设 Ri（ i∈Ω）是整的�设 a∈Ri�b∈Rj；a／ξ�b／ξ∈R满足0／ξ＝（ a／ξ）e（b／ξ）＝（γik（ a）γjk（b））／
ξ�又因为Ω中所有 i≤ j�有 kerγij＝｛0｝�则有γik（ a）γjk（b）＝0Rk．又由 Ri（ i∈Ω）是整的�这意味着γik（ a）＝
0或γjk（b）＝0�则 a＝0Rk或 b＝0Rk．因此 a／ξ＝0／ξ或 b／ξ＝0／ξ�即得证 R 是整的．反之�设 R 是整的�a�b
∈Ri 满足 ab＝0Ri．则δi（ ab）＝δi（ a） eδi（b）＝ a／ξe b／ξ＝0／ξ．因此 a／ξ＝0／ξ或 b／ξ＝0／ξ．由Ω中所有 i≤
j�有 kerγij＝｛0｝�有 a＝0Ri或 b＝0Ri�即得证 RI（ I∈Ω）是整的．
命题3．6　若 R是半环正向系｛Ri�γij；Ω｝的正向极限�其半环态射δi∶Ri→R；αaα／ξ�若 Ri（ i∈Ω）是单

的则 R是单的．如果γij
－1（1Rj）＝｛1Ri｝�反之也成立．

证明　若 Ri（ i∈Ω）是单的�则1／ξ♁ a／ξ＝（γjk（1Rj）＋γik（ a））／ξ＝γjk（1Rj）／ξ＝1／ξ�其中 a∈Ri（ i∈
Ω）且 i��j≤k．所以 R是单的．若γ－1

ij （1Rj）＝｛1Ri｝�即 Ri（ i∈Ω）是单的．
命题3．7　若 R是半环正向系｛Ri�γij；Ω｝的正向极限�其半环态射δ1∶Ri→R；αaα／ξ�若 Ri（ i∈Ω）是

环则 R是环．
证明　设 Ri（ i∈Ω）是环�若 a／ξ∈R�则存在 Ri 使得 a∈Ri．因此有 a／ξ♁（－ a）／ξ＝（γii（ a）＋γii（－

a））／ξ＝0／ξ�所以 a／ξ∈V（R）［1］�即 R是环．
命题3．8　若 R是半环正向系｛Ri�γij；Ω｝的正向极限�其半环态射δi∶Ri→R；αaα／ξ�若 Ri（ i∈Ω）是加

法幂等的�a∈V（Ri）�则 a／ξ＝（－ a）／ξ当且仅当 a／ξ＝0／ξ．
推出的定义见文献［2］．
定理3．9　设（A�f1�f2）为｛●1�●2｝的推出�则 A 必是半环正向系｛Ai�●i；Γ｝的正向极限�其中 f0＝ f1●1．
证明　首先�f1●1＝ f0＝ f2●2．即满足定义1．3中的（3）．现设（B�g0�g1�g2）也满足 g0＝ g1●1＝ g2●2�则

由推出的泛性质知存在唯一的σ∶A→B使σf i＝ g i（ i＝1�2）且σf0＝σf1●1＝ g1●1＝ g0．所以（A�f1�f2）为半环
正向系｛Ai�●i；Γ｝的正向极限．
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Some Characters On Direct Limit
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Abstract：In this paper�we vertify the existence of the direct limit between semirings direct system｛Ri：i∈Ω｝ and
canonical morphisms of semiringsδi：Ri→R；αaα／ξ．and discuss some characters of semirings substain with some con-
ditions between R and｛Ri：i∈Ω｝．
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