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图的循环自同构群

周尚超�邓毅雄
（华东交通大学�江西 南昌330013）

摘要：证明了对于 n阶循环群 Cn（ n＞＝3）�存在3n个点�5n条边的图 Gn�且 Gn的自同构群Γ（Gn）与 Cn同构∙
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1　引言

本文采用［1］中的记号和术语∙图均指无向简
单图．［1］中证明了对于任意有限抽象群Γ�都存在
图 G�使得 G的自同构群与Γ同构�但是对于 n个
点的置换群Γ�不一定存在 n个点的图 G以Γ为自
同构群．例如设 Γ＝＜（v1 v2… vn）＞是由（v1 v2…
vn）生成的循环群�任意以｛v1 v2…vn｝为顶点的图的
自同构群都不是Γ∙［1］中所述的图有较多的顶点和
边�对于循环群 Cn�Frucht 作出有较少顶点的图
Frucht 证明了［2］ ［3］∙若 n＞3�则存在3n个顶点的图
Gn�有Γ（Gn）同构于 Cn．这里Γ（Gn）表示图 Gn 的
自同构群�Cn 是 n 阶循环群�当 n＝3�4�5时�
Sabidussi构造出群为 Cn 有3n 个点6n 条边的图
∙Harary 和 Palmer 构造出这种图只有5n 条边［1］．
Frucht用二次型 Q定义图 Gn�V（Gn）＝｛ai�bi�ci�i
＝1�2�…�n｝Q（Gn）＝Σ（aibi＋bici）

＋Σ（ajaj＋1＋ cjaj＋1）
＋ a1 an＋ a1 cn＋Σckcl
二次型的每个项表示1条边�在这个图中�按二

次型 Q�Frucht 构造的图是这样的：A＝｛a1 a2… an｝
导出的子图是圈 a1 a2… an a1∙C＝｛c1�c2�…�cn｝导
出的子图是完全图�B＝｛b1�b2�…�bn｝导出的子图
是空图．ai 与 bj 邻接当且仅当 i＝ j；ci 与 bj 邻接当

且仅当 i＝ j；ci 与 aj 邻接当且仅当 j＝ i＋1mod n；在
［3］中的图 G6∙51∙2中画出了 n＝4的情形图2．我
们指出这个图的群不是4阶循环群�他少画了1条
边�应把 c1 c3邻接才对∙按 Frucht 的方法�Q（Gn）
的最后1项是 ckcl 表明用 c 标志的任意2点是邻接
的∙我们将群为 C4的图按所述作如下图∙任意2
个 c是邻接的图中未画出（那样会显得乱）

Frucht 的图有较多的边（共（ n2＋7n）／2条）�本
文构造出群为 Cn有3n个点5n条边的图�比Frucht
的（ n2＋7n）／2条边少∙

定理　若 n＞＝3�则存在3n 个点的图 Gn�使
Γ（Gn）与 Cn同构且 Gn有5n条边．
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证明　Gn 的顶点是 ai�bi�ci�i＝1�2�…�n�A
＝｛a1�a2�…�an｝导出的子图是圈 a1 a2… an a1．B
＝｛b1�b2�…�bn｝C＝｛c1�c2�…�cn｝导出的子图是
空图 ai 与 bj 邻接当且仅当 i＝ j；ci 与 bj 邻接当且仅
当 i＝ j；ci 与 aj 邻接当且仅当 j＝ i．下图给出了 n＝
4时的图 G4．令 s＝（ a1 a2… an）（b1 b2…bn）（c1 c2…
cn）�则 s是Gn的自同构．A 中点的度是5�B中点的
度是3�C 中点的度是2∙因此对于 Gn 的任意自同
构 t�有 t（A）＝A�t（B）＝B�t（C）＝C∙当 t 限制在
A 上时是 G（A）的自同构∙若 t（ a1）＝ a1�则与 a1邻
接的度为2的点 c1映射为 c1�即 t （ c1）＝ c1．与 c1
和 c1都邻接的度为3的点 b1映射为 a1和 c1都邻
接的度为3的点 b1�即 t （ b1）＝ b1�由此可推出 t
（ a2）＝ a2�t（ c2）＝ c2�t（b2）＝ b2�…�因此由 t（ a1）
＝a1可推出 t＝ E．E 为群的单位元．根据群论�含
a1的轨道有 n个元素．Gn 的自同构只有 n个元素．
Gn的自同构群是 n阶循环群＜ s＞．它的边数为（5n
＋3n＋2n）／2＝5n．
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The Graph with Cyclic Automorphism Group
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Abstract：In this paper�we exhibited graphs Gn with Cyclic group Cn and Gn has3n points and5n lines （ n＞＝3）∙
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