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完全图的路分解与因子对称群

曾　伟

（华东交通大学 基础学院 数学系�江西 南昌330013）

摘要：F∙Harary 在 ［1］中提出如下一个未解决问题：那些有限置换群是完全图同构分解的因子对称群？本文证明了偶数阶完全
图的路分解的因子对称群是循环群．
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　　若 Gi（ i＝1�2�…�n）是图 G 的生成子图�Gi 与
Gj 同构�当 i≠ j 时Gi 与Gj 没有公共边�则称 G＝G1
∪G2∪…∪Gn是 G的同构的因子分解．若σ∈AutG
（G的同构群）�σ保持 G的这个分解�即对于任意一
个 Gi 来说�σ要末是 Gi 的自同构�要末是 Gi 到 Gj
的同构映射�则所有这样的σ组成一个群�称为 G
的同构分解的完全对称群�记为 An．若σ∈An�则σ
诱导出集合｛G1�G2�…�Gn｝上的一个置换 s�即 s
（Gi）＝Gj�当σ是 Gi 到 Gj 的同构映射时�所有这样
的 s 组成群称为 G 的同构分解的因子对称群�记为
Bn∙若 M是 n个元素的集合｛1�2�……�n｝上的置
换群且与 A 恒等�则也称 M 是 G 的同构分解的因
子对称群．M与 A 恒等是指：t∈M的充分必要条件
是 s∈A�这里 t 与 s分别如下：

若 t（ i）＝ j�则 s（Gi）＝Gj
n个元素的集合上的置换群称为 n 度的置换

群．［1］中指出�2度的单位元素群（即只有一个元素
的群）�不是完全图的因子对称群�对称群 S2�S3�
S4�S5是完全图的对称群∙［1］中猜想�大多数的置
换群（包括 Sn�n≥6）不是完全图的因子对称群．设
Mi＝｛f│ f（ i）＝ i�f∈M｝�I ＝｛j│存在 f∈M�使 f
（ i）＝ j｝�根据有限群论�有如下的引理．

引理1　│M│＝│Mi││ I│
引理2　设 G＝G1∪G2∪…∪Gn 是 G 的一个

同构的因子分解�H＝Aut G1∩Aut G2∩…∩Aut Gn�
则 H 是 G 的完全对称群 An 的正规子群�且商群
An／H与 Bn同构∙
证明　映射σ→ s 是 An 到 Bn 上的群同态映

射�若τ∈H�则τ（Gi）＝ Gi�i＝1�2�… n�t 是Bn的
单位元∙反之�若 t∈H�则τ∈Aut Gi 对某 i�因此τ
（Gi）＝ Gj（ i≠ j）�这说明 H是此映射的核�因此 H
是 A 的正规子群�A／H与 Bn同构∙

例1图1给出 K8 的一个分解　令 σ＝
（12345678）

则 s＝（ G1�G2�G3�G4）�令τ＝（3）（7）（168）
（245）�则 t＝（G1�G2�G3）（G4）．B4含有4阶元素 s
和3阶元素 t�因此 B4至少有12个元素�S4只有24
个元素�S4的12阶子群是 S4所有偶置换的群�B4
含有奇置换 s�因此 A＝S4．

由 v1v2�v2v3�…�vn－1vn 构成的 n 个点的路用
［ v1�v2�…�vn ］表示
定理1　完全图 K2n是 n条生成路的和：K2n＝
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P1∪P2∪…∪ Pn 证明　 K2n的顶点用｛1�2�……�
2n｝表示�Pi 是 K2n的 n 条道路（ i＝1�2�…�n）�P1
为

P1＝［1�a1�2�a2�a3�…�n�an ］�其中 j＋ aj＝
2n＋1；

Pi＋1是把 Pi 的每个点加1（mod2n）得到的�这
是 n条不相交的路�它含 K2n所有的边．

例如�n＝6时 P1�…�P6如下：
［1�12�2�11�3�10�4�9�5�8�6�7］
［2�1�3�12�4�11�5�10�6�9�7�8］
［3�2�4�1�5�12�6�11�7�10�8�9］
［4�3�5�2�6�1�7�12�8�11�9�10］
［5�4�6�3�7�2�8�1�9�12�10�11］
［6�5�7�4�8�3�9�2�10�1�11�12］
定理2　K2n的路分解 K2n＝ P1∪ P2∪…∪ Pn

的完全对称群是2面体群＜σ�τ＞�由σ＝（1�2�3�
…�2n）�τ＝（1�1＋ n）（2�2＋ n）…（ n�2n）生成．因
子对称群是循环群＜ s＞�s＝（P1�P2�…�Pn）

证明　σ是 Pi 到 Pi＋1的同构影射�它诱导出集
合｛P1�P2�…�Pn｝上的映射 s＝（ P1�P2�…�Pn）；τ
是 Pi 到 Pi 的同构影射�它诱导出集合｛P1�P2�…�
Pn｝上的恒等映射由引理1�2�因子对称群是循环群
＜ s＞．

系　由 s＝（v1�v2�…�vn）生成的循环群是完全
图同构分解的因子对称群∙
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Abstract：F∙Harary ［1］ posed on an open problem as follows：which finite permutation groups are the factor sysmmetric
group of isomorphic partition for complete graph？In this paper we prove that the cyclic group of order n is one of those
groups∙
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