
收稿日期: 2008 - 03 - 16
作者简介:蒋彦涛 ( 1977 - ) ，男，四川省绵阳市人，博士研究生，研究方向为土木工程计算机仿真．

文章编号: 1005 - 0523( 2008) 03 - 0018 - 07

快速多极多域虚边界元法解不同材料组合结构
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摘要:将快速多极算法和广义极小残值法( GMRES) 的基本思想运用于虚边界元法的方程求解中，并构造了多域组合问题虚边
界元法的快速多极展开的实施思路，且将此方法用于不同材料组合结构问题的求解．采用此方法能够使得原问题方程组求解
的计算耗时量和储存量降至与所求问题的计算自由度数成线性比例．数值算例验证了方法的可行性、计算精度和计算效率．
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由两种或两种以上不同材质组合形成的结构，在工程中易见，如不同材料的接触问题、复合材料含夹杂
问题等．对不同材料组合体的分析，其结合面处的应力、应变及位移如何计算得更精确，是值得深究的．对此
问题的求解，常采用的数值方法如有限元法、边界元法等．就有限元法而论，如“位移元模式”，其应力的计算
精度往往低于位移的，尤其是常规单元，单元间的应力是不连续的，这将导致不同材料组合体问题的分析计

算精度较差［1、2］．若采用边界元直接法，由于解的奇异性及存在边界层效应使得结合面处的位移和应力计算
精度相对较低; 尽管采用文献［3］的修正边界元法求解，也由于 Hetenyi’s 基本解表达式非常繁琐和该方法应
用的局限性( 契合面为平面或直线) ，使其应用不易推广．相对而言，虚边界元法［4 - 6］能够避免上述方法的不

足，其更加适合模拟多相介质组合结构的问题．
但是，虚边界元法与边界元直接法一样，存在着对大规模问题的数值模拟耗时较多和存储量大的不足．

近年来，一些学者把快速多极算法( Fast Multipole Method，FMM) ［7、8］应用于边界元直接法方程组的迭代求
解，形成了“快速多极边界元法”［9、10］，使边界元法求解大规模问题得到实现．而本文旨在将快速多极展开法
的基本思想运用于多域组合问题虚边界元法的方程求解中，以形成计算量和储存量均为量级的快速多极多

域组合问题虚边界元法( Fast Multipole VBEM) 的求解思想，并将其应用于不同材料组合结构问题的数值模
拟．数值算例验证了该方法的可行性，计算精度和计算效率．
此处须强调的是，由于虚边界元法与边界元直接法建立求解方程的思路不同，故对快速多极展开的基本

思想的运用及实施过程均存在着本质的区别; 也就是说，尽管快速多极展开法的数学理论的基本思想是一种

定式，但其对不同类型的数学物理问题和不同的数值算法的运用及实施过程则存在着截然的不同．

1 多域组合问题虚边界元法简述

虚边界元法的思想详见文献［4 - 6］，此处仅作简述．采用虚边界元法对多域组合问题求解的基本思想是:
将整个求解域视为具有不同属性子域( 或分域) 的组合体，假定在各子域虚边界上作用有未知待求的虚荷载
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函数，而关于虚拟函数场在虚边界上单元的结点值是由基本解及依据叠加原理所建立的积分方程( 见式

( 1) 、( 2) ) 且经数值离散化，通过满足原问题所给定的位移、面力外部边界条件( 见式( 3) ) 及相邻子域结合
面上的位移、面力连续性条件( 见式( 4) ) 来求之．

u1 ( X) = ∫S U*
lm ( X，Y) φm ( Y) dS( Y) ( 1)

p1 ( X) = ∫S P*
lm ( X，Y) φm ( Y) dS( Y) ( 2)

其中: U*
lm ( X，Y) 、P

*
lm ( X，Y) 分别为平面问题的位移和面力基本解，即

U*
lm ( X，Y) =

1
8πμ( 1 - v) r［( 3 - 4v) δlm ln(

1
r ) + rl rm - 1

2 δlm］

P*
lm ( X，Y) = - 1

4π( 1 - v) r
∂r
∂n
［( 1 - 2v) δlm + 2rl rm］+ ( 1 - 2v) ( rlnm - rmnl{ })

这里，δlm为 Kronecker符号，μ为剪切模量，v 为泊松比，r 是源点 Y 到场点 X 的距离，n 是实边界上点的外法
矢．

u ( i)l ( X) = ul
( i) ( X)

p ( i)l ( X) = pl
( i) ( X }) ( 3)

ul
( i) ( X) = ul

( j) ( X)

pl
( i) ( X) = - p ( j)l ( X }) ( 4)

其中: ul
( i) ( X) ，pl

( i) ( X) 为当前子域 Ωi 所给定的外部已知边界条件; u
( i)
l ( X) ，p

( i)
l ( X) 和 u ( j)l ( X) ，p

( j)
l ( X) 分

别为相邻子域 Ωi，Ωj 由对应虚拟荷载函数所引起的结合面处的面力和位移．一旦各子域的虚拟函数场求得，
即可由文献［5］中式( 3． 2． 11) ～ ( 3． 2． 14) 应用于各子域而得到任一点处的应力、应变、位移及面力．

2 快速多极虚边界元法思想

根据上述多域组合问题虚边界元法思想形成的线性代数方程组可表示为

Aλ = B ( 5)
其中: A为 2n × 2n的系数矩阵，B为 2n × 1 的已知列向量，λ为未知待求的虚拟函数结点值列向量，n为虚边
界上的总结点数．对式( 5) 采用快速多极展开与数值逼近的思想进行迭代求解．方法的要点为: 在每次迭代
中，使用树结构来计算，储存系数矩阵和未知向量的乘积，在计算过程中系数矩阵不需要显式储存．本方法的
储存量和计算耗时量为 O( N) 量级．快速多极算法( FMM) 的主要过程为: 核函数的多极展开、核函数的局部
展开、多极展开系数和局部展开系数的传递等．
2． 1 弹性力学二维问题基本解的复变函数表达
为便于快速多极展开算法的实施，将弹性力学二维问题的基本解以复变函数形式表达，如按文献［10、11］

的基本思想可推得基本解的复变函数表达式．此处需说明的是，快速多极边界元法的理论基础是依据边界元
直接法的思想，如文献［9、10］; 而本文方法的理论基础则是虚边界元法的思想．由于两者所建立的积分方程的
思路不同，与其对应的多极展开的运用及实施也存在着截然的不同; 也就是说，相应的复变函数的表达格式

和多极展开中的相关定义也存在着不同． 尤其强调的是，本文在源点 Y 进行多极展开，在场点进行局部展
开．
如图 1 所示，设 S'为虚边界 S的子段．则式( 1) 在复平面内的当前子段 S'上可表示为:

U( z0 ) =
1

4πμ( 1 + κ) ∫S'［- κln( z - z0 ) φ( z) +
z - z0
z - z0

φ( z) - κ ln( z - z0 ) φ( z) ］dS( z) ( 6)

其中: κ = 3 - 4v．引入格林函数，即 G( z，z0 ) = - ln( z - z0 ) ，G'( z，z0 ) ≡
∂G
∂z

= - 1
( z - z0 )

则式( 6) 可改写为
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U( z0 ) =
1

4πμ( 1 + κ) ∫S'［κG( z，z0 ) φ( z) - ( z - z0 ) G'( z，z0 ) φ( z) + κ G( z，z0 ) φ( z) ］dS( z) ( 7)

同理，式( 2) 在复平面内的上的表示可改写为

P( z0 ) = - 1
2π( 1 + κ) ∫S' { G′( z，z0 ) n( z0 ) φ( z) - ( z - z0 ) n( z0 ) G″( z，z0 ) φ( z)

+ G'( z，z0) ［n( z0 ) φ( z) + κ n( z0 ) φ( z) ］} dS( z)

( 8)

为了对式( 7) 、( 8) 导出快速多极展开格式，现引入两个辅助函数，即

lk ( z) =
zk
k! K≥0 ( 9)

O0 ( z) = - ln( z) 和 Ok ( z) =
( k - 1) !

zk
k≥1 ( 10)

对式( 9) 、( 10) 分别求导，有
I'0 ( z) = 0 和 I'k ( z) = Ik - 1 ( z) K≥1 ( 11)

O'
k ( z) = - Ok + 1 ( z) k≥0 ( 12)

另由二项式定理知

Ik ( z1 + z2 ) = ∑
k

m = 0
Ik - m ( z1 ) Im ( z2 ) k≥0 ( 13)

图 1 复数表达及其快速多极展开

2． 2 多极展开( MOMENTS)
如图 1 所示，zc 是靠近源点子域的点，其满足条件 | z - zc | = | z0 - zc | ．于是，有

G( z，z0 ) = - ln( z - z0 ) = - ln( zc - z0 ) - ln( 1 -
zc - z
zc - z0
)

再根据泰勒级数展开式

ln( 1 - z) = -∑
∞

k = 1

zk
k | z | ＜ 1

及引入上述式( 9) 、( 10) ，有

G( z，z0 ) = - ln( zc - z0 ) - ln( 1 -
zc - z
zc - z0
) =∑

∞

k = 0
Ok ( zc - z0 ) Ik ( zc - z) ( 14)

由上式可知，通过引入了中间点 zc，函数 G( z，z0 ) 中的两个变量 z和 z0 达到了变量分离的目的，于是，积分式
( 7) 中的第 1 部分可表为

∫S′ G( z，z0 ) φ( z) dS( z) = ∫S′［∑
∞

k = 0
Ok ( zc - z0 ) Ik ( zc - z) ］φ( z) dS( z)

由于上式是对变量 z的积分，故可改写为

∫S' G( z，z0 ) φ( z) dS =∑
∞

k = 0
Ok ( zc - z0 ) Mk ( zc ) ( 15)

其中: Mk ( zc ) 称为关于点 zc 的多极展开系数，即

Mk ( zc ) = ∫S' Ik ( zc - z) φ( z) dS( z) k≥0 ( 16)

由上式可知，Mk ( zc ) 的计算与点 z0 的变化无关，只需计算一次即可多次利用．同理可得

∫S' G'( z，z0 ) φ( z) dS( z) = -∑
∞

k = 0
Ok + 1 ( zc - z0 ) Mk ( zc ) ( 17)
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∫S'［- z G'( z，z0 ) φ( z) + κ G( z，z0 ) φ( z) ］dS( z) =∑
∞

k = 0
Ok ( zc - z0 ) Nk ( zc ) ( 18)

其中: Nk ( zc ) 为关于点 zc 的另一个多极展开系数，即

N0 ( zc ) = κ ∫S' φ( z) dS( z) k = 0 ( 19)

Nk ( zc ) = ∫S'［κ Ik ( zc - z) φ( z) + z Ik - 1 ( zc - z) φ( z) ］dS( z) k≥1 ( 20)

将式( 15) 、( 17) 和( 18) 代入式( 7) ，可得到式( 7) 多极展开的表达形式

U( z0 ) =
1

4πμ( 1 + κ) κ∑
∞

k = 0
Ok ( zc - z0 ) Mk ( zc ) - z0∑

∞

k = 0
Ok + 1 ( zc - z0 ) Mk ( zc ) +∑

∞

k = 0
Ok ( zc - z0 ) Nk ( zc[ ]) ( 21)

2． 3 多极展开的平移( M2M)
如图 1 所示，当展开点 zc 移动到新的一点 zc' ( zc'与 zc 之间距离较近) 时，可以得到新的多极展开系数，即

Mk ( zc' ) = ∫S' Ik ( zc' - z) φ( z) dS( z) = ∫S' Ik［( zc - z) + ( zc' - zc) ］φ( z) dS( z)

利用式( 13) ，可得

Mk ( zc' ) =∑
k

l = 0
Ik - l ( zc' - zc ) Ml ( zc ) k≥0 ( 22)

同理可得

Nk ( zc' ) =∑
k

l = 0
Ik - l ( zc' - zc ) Nl ( zc ) k≥0 ( 23)

由式( 22) 、( 23) 可知，新的多极展开系数并不需要重新计算，其可由此前的多极展开系数的平移而获得．
2． 4 局部展开和多极展开向局部展开的传递( M2L)
如图 1，设点 zL 为靠近场点子域的点，且满足 | z0 - ZL | = | zc - zL |的条件．类似于多极展开的推导思路，

对式( 21) 进行局部展开，其表达格式为

U( z0 ) =∑
∞

l = 0
U( l) ( zL ) Il ( z0 - zL )

= 1
4πμ( 1 + κ)

［κ∑
∞

l = 0
Ll ( zL ) Il ( z0 - zL ) - z0∑

∞

l = 1
Ll ( zL ) Il - 1 ( z0 - zL ) +∑

∞

l = 0
Kl ( zL ) Il ( z0 - zL ) ］ ( 24)

其中: Ll ( zL ) ，Kl ( zL ) 为局部展开系数，即

Ll ( zL ) =∑
∞

k = 0
Ok + l ( zc - zL ) Mk ( zc ) l≥0 ( 25)

Kl ( zL ) =∑
∞

k = 0
Ok + l ( zc - zL ) Nk ( zc ) l≥0 ( 26)

值得强调的是，式( 25) 、( 26) 同时给出了多极展开系数与局部展开系数之间的关系( M2L) ，据此可实现多极
展开向局部展开的传递．
2． 5 局部展开的平移( L2L)
如图 1 所示，当局部展开点 zL 移动到新的一点 zL'时，为获得点 zL'处的局部展开系数，可采用与多极展开

中关于平移的相同推导方式及运用关系式∑n
l = 0∑

l
m = 0 =∑

n
m = 0∑

n
l = m可得

Ll ( zL' ) =∑
n

m = l
Im - l ( zL' - zL ) Lm ( zL ) ( 27)

Kl ( zL' ) =∑
n

m = l
Im - l ( zL' - zL ) Km ( zL ) ( 28)

上面两式中的表示式( 24) 的局部展开阶次．与多极展开中的平移性质相同，新的局部展开系数的获得并不
需要重新计算，可由此前的局部展开系数获得．
2． 6 面力基本解的展开
采用式( 7) 多极展开计算模式的推导思路，较易于获得面力计算式( 8) 多极展开的计算格式，即

P( z0 ) =
1

2π( 1 + κ)
［n( z0 ) ∑

∞

k = 0
Ok + 1 ( zc - z0 ) Mk ( zc ) - z0 n( z0 ) ∑

∞

k = 0
Ok + 2 ( zc - z0 ) Mk ( zc )
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+ n( z0 ) ∑
∞

k = 0
Ok + 1 ( zc - z0 ) Mk ( zc ) + n( z0 ) ∑

∞

k = 0
Ok + 1 ( zc - z0 ) Nk ( zc ) ］ ( 29)

其中: Mk ( zc ) 和 Nk ( zc ) 的数学表示分别与式( 16 ) 和式( 19 ) 、( 20 ) 相同． 在面力多极展开中，相应于 M2M、
M2L和 L2L过程所需计算的各系数都与位移的一一相同．值得指出: 与文献［9、10］不同的是，本文方法仅需
计算系数 Mk ( zc ) 、Nk ( zc ) 的值，其他系数均可以由这两个系数平移和传递得到; 由此使得本文方法的数学模
式更加简洁，数值实现更容易．这也正是本文思想的优势之一．
2． 7 算法的实施
对于一个给定的问题，其边界可以采用不同的手段离散，并形成相应的离散化方程，而本文采用的是等

额配点法．依据上述快速多极展开的思想，对问题的整个求解区域( 亦各子域) 均可依据递归树状结构进行
计算; 也就是说，对每个子域采用四相树划分区域以生成自适应树结构［10］．当每个子域的树结构生成后，就
可分别依据上述相应公式并按下面步骤进行多极展开运算．

1) 上行遍历( Upward pass)
树结构生成后，可对其进行一次上行遍历以计算出所有结点的多极展开系数．所谓上行遍历是指从叶子

开始，将源点的信息传递到叶子结点，形成最初的多极展开系数，然后根据多极展开系数的传递公式一层层

向上递归操作，直到求出第二层结点的多极展开系数．
2) 下行遍历( Downward pass)
当所有的叶子结点和树结点的多极展开系数计算完毕后，就可以依据它们进行下行遍历，以计算某一结

点的局部展开系数．所谓下行遍历是指从树结构的第 2 层结点开始，一层层的向下递归计算，直到叶子结点．
3) 边界积分计算
树结构的多极展开和局部展开系数计算完毕之后，就可利用树结构来计算整个虚边界上的虚拟荷载对

实边界上相应物理量的影响．对位于某一叶子结点之内的实边界上一点，首先采用传统虚边界元法计算 C
内的虚边界点和 C的相邻结点中的虚边界点对 Z0 的作用; 而与当前叶子结点 C 不相邻的其余结点所包含
的虚边界点对 Z0 的作用，则可利用 C所获得的局部展开系数及局部展开式( 24) 来计算得到．
依次完成上述三个步骤的运算．在迭代过程中，若残差在控制范围之内，则假设的虚拟荷载 λ0 即为所求

的解，若残差不满足收敛要求，则继续更新迭代向量，并利用迭代前所生成的树结构，重复( 1) 到( 3) 的计算，
直至残差满足收敛要求即获得所求虚边界上的虚拟荷载．本文迭代求解的算法为 GMRES算法．

3 数值算例

3． 1 承受均匀内压的复合圆盘
图 2 为 2 种材料组成的承受均匀内压的复合圆盘，v1 = 0． 1，v2 = 0． 29，E1 = 30 000 MPa，E2 = 300

MPa，a = 0． 1 m，b = 0． 2 m，c = 0． 4 m，内压 pn = 1． 0 MPa． 采用等额配点法对虚、实边界进行离散． 对
原虚边界元法所形成的方程组，分别采用直接迭代法和快速多极虚边界元法求解 ( 多极展开和局部展开

的阶次均为 20，迭代收敛的残差为 1 × 10 -5 ) ，并进行对比分析．

图 2 复合圆盘承受均匀内压
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图 3 两种方法计算时间的对比

表 1 是圆筒在不同自由度数时结合面上环向应
力 σθ 的计算结果．从表 1 中可看出直接迭代和快速
多极展开迭代二种解方程组的算法都具有很高的精

度，并随着配点的增加很快逼近解析解．
图 3 就本问题在不同自由度数下分别采用 2 种

方法计算，所花费的时间对比．从图上可以看出，当自
由度增大时，快速多极虚边界元法的计算时间与自由

度成平躺线性关系，远远小于虚边界元直接迭代法．
表 1 结合面( b = 0． 2 m) 上环向应力( kPa)

自由
度数

Ω1 ( E1 ) 域 Ω2 ( E2 ) 域

虚边界元
直接迭代

快速多极
虚边界元

虚边界元
直接迭代

快速多极
虚边界元

240 658． 564 6 658． 564 7 5． 550 7 5． 550 8

960 661． 033 5 661． 033 5 5． 633 4 5． 633 4

3 000 661． 033 3 661． 033 4 5． 633 4 5． 633 4

5 000 661． 033 1 661． 033 1 5． 633 4 5． 633 4

10 000 661． 033 0 661． 033 1 5． 633 4 5． 633 3

解析解 661． 000 0 5． 600 0

3． 2 对边均匀受拉的含单个夹杂方板
图 4 为对边承受均匀拉力的含一个圆形夹杂体正方形板，板边长为 a，夹杂半径 r = 0． 1 a，基体和夹杂的

材料参数如图上所示; v = 0． 3．采用等额配点法离散边界，每条直线边界取 50 个配点，每条圆弧边界取 180
个配点，配点总数为 560 个．图 5 为按本文方法计算得到的应力集中系数与弹性模量比值 k = E2 /E1 的对应

关系; 同时给出无穷大方板时的精确解［12］．从图 5 可以看出，本文计算结果与精确解的贴近程度是很好的;
随着比值 k的增大，应力集中系数呈现减小的趋势; 当夹杂弹性模量 E2 为零时，应力集中系数为 3． 3594，这
与含有中心圆孔方板一致; 当比值 k趋于无穷大时，应力集中系数趋于零．

图 4 含单个夹杂方板 图 5 应力集中系数变化图

4 结论

( 1) 给出了多域组合问题的快速多极虚边界元法思想，依据该思想可蜕化到单域问题的求解．由于该方
法的储存量和计算耗时量均降到了 O( N) 量级，使得在普通个人计算机上对百万以上计算自由度的大规模
复杂问题进行数值模拟成为可能．文中的数值算例充分论证了该方法的可行性、计算效率和精度．
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( 2) 该方法的基本思想具有一般性，可求解或模拟含多种不同弹性性质的大规模夹杂问题，稍作变更即
可对含椭圆夹杂和裂纹扩展等问题进行模拟分析; 同时，易推广于位势问题、波动问题等其他数学物理问题
的求解，不同的是只需按各自的基本解分别进行多极展开和局部展开，以形成适合快速多极算法的相应格

式．
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Fast Multipole Multi - domain VBEM for Solving the Composite
Structures of Different Materials

JIANG Yan - tao，XU Qiang，ZHANG Zhi - jia

( Department of Building Engineering，Tongji University，Shanghai 200092，China)

Abstract: The main theory of generalized minimal residual algorithm ( GMRES) and fast multipole method ( FMM)
are applied into the numerical solution of equations about virtual boundary element method ( VBEM) to form the i-
dea about the fast multipole expansion of multi - domain VBEM，which is applied to solve the composite structures
of different materials． With the method，the complexities of operation and memory about solution of the equations
would be made to be of linear proportion to the freedoms of the problem． Numerical examples are presented to dem-
onstrate the feasibility，accuracy and efficiency of the method．
Key words: fast multipole method ( FMM) ; generalized minimal residual algorithm ( GMRES) ; virtual boundary el-
ement method ( VBEM) ; composite structures / elasticity
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